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VORWORT. 


Die Bemerkung, dass dieselbe elegante Methode, durch 
welche Cauchy zur Begründung der Taylor - Maclaurin’schen 
Entwicklungen gelangt war, auch benutzt werden könne zur 
Begründung der Legendre-Laplace'schenEntwicklungen,mu8ste 
fast nothwendig den Eindruck hervorrufen, als seien die ge- 
nannten Entwicklungen nur einzelne Bruchstücke eines noch 
unbekannten grösseren Ganzen. Fast nothwendig also 
musste der Gedanke sich erheben, ob jene Cauchy’sche Methode 
nicht vielleicht hinleiten könne zur Entdeckung neuer Ent- 
wicklungen, welche, statt nach Potenzen oder Kugelfunctionen, 
nach irgend welchen anderen Functionen fortschreiten. 

Bei einem Versuche dieser Art durften wohl solche 
Functionen die meiste Aussicht auf günstigen Erfolg dar- 
bieten, welche zu den Kugelfunctionen in irgend einem Grade 
der Verwandtschaft stehen. Verwandt mit den Kugelfuuctionen 
sind aber, wie meine Untersuchungen über Wärme und Elek- 
tricität (Borchardt's Journal. Band 62, Seite 42) zufälliger 
Weise gezeigt haben, die Bessel’schen Functionen J*. 

So lag es denn nahe zu untersuchen, ob man nicht mit 
Hülfe jener Cauchy’schen Methode zur Begründung von Ent- 
wicklungen gelangen könne, welche fortschreiten nach diesen 
Bessel'schen Functionen. Die vorliegende Schrift wird zeigen, 
dass derartige Entwicklungen in der That existiren, und die 
allgemeinen Gesetze derselben feststellen. Sie wird zeigen, 
dass diese neuen Entwicklungen in gewisser Hinsicht sogar e i n- 
facher sind als die Legendre'schen Entwicklungen, ebenso 
einfach wie die Taylor’scheu. Sie wird nämlich zeigen, dass 
die neuen Entwicklungen, ähnlich wie die Taylor’schen , hin- 
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sichtlich ihrer Convergenz und Gültigkeit gebunden siud an 
Gebiete von circularer Begrenzung, während die Lege »dre- 
schen Gebiete von elliptischer Begrenzung besitzen. 

Uebersicht und Verständniss meiner Untersuchungen wer- 
den erleichtert werden durch einige vorläufige Bemerkungen 
über den Gang derselben. 

Um die Cauchy’scho Methode verwenden zu können, ent- 
wickle ich im ersten Abschnitt den Ausdruck (j auf 
übrigens sehr hypothetischem Wege, in eine nach den J"(x) 
fortschreitende Reihe, und bezeichne die von y abhängenden 
Coefficienten dieser Entwicklung mit c„ 0“ (y), wo t„ eine 
Zahl repräsentirt , welche für n= 0 den Werth 1, für n>0 
den Werth 2 hat. Nachdem die so erhaltenen Functionen 
O" (y ) , ebenso wie die 7"(ar) selber, einer näheren Betrachtung 
unterworfen sind, folgt sodann im zweiten Abschnitt eine 
Untersuchung von entgegengesetzter Richtung und von völlig 
strengem Charakter. Diese Untersuchung nimmt ihren Aus- 
gang von der vorhin gefundenen Reihe, deren allgemeines 
Glied gleich t H J"(x) 0"(y) ist; sie zeigt, dass diese Reihe 
convergent sein muss, sobald mod x < mod y, und 
dass sie ferner im Falle der Convergenz gleich- 
wertig sein muss mit dem Ausdruck (y — x)~ l . Diese 
Ergebnisse bilden den eigentlichen Kern der Theorie. 

Mit grosser Leichtigkeit führt nun die Cauchy’sche Methode 
zu dem Resultat, dass eine gegebene Function, welche hin- 
sichtlich ihrer Eindeutigkeit und Stetigkeit gewissen Be- 
dingungen entspricht, immer entwickelbar ist in eine nach 
den J n fortschreitende Reihe, oder auch in eine nach den 
J " und 0" fortlaufende Doppelreihe. Aus diesen Angaben 
wird bereits ersichtlich sein, dass die neu eingeführten Functio- 
nen 0 " zu den Bessel’schen Functionen J H in analoger Be- 
ziehung stehen, wie die Kugelfunctionen zweiter Art zu denen 
erster Art, d. i. wie die Q” zu den P". Demgemäss scheint 
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es mir erlaubt und zweckmässig, die J " als Bessersehe 
Fu nctioneu erster Art, die 0" als Bessel’sche Functio- 
nen zweiter Art zu bezeichnen. 

Die Kugelfunctionen P" und Q" sind bekanntlich zu ein- 
ander complementär in Bezug auf eine gewisse Differential- 
Gleichung zweiter Ordnung, nämlich die beiden particulären 
Lösungen dieser Gleichung. Anders verhält es sich mit den 
Functionen J " und 0"; denn die Besselsche Differential- 
Gleichung, welcher die J n Genüge leisten, wird durch die 
0 ■ keineswegs erfüllt. Allerdings würde man durch ein- 
fache Operationen eine andere Differential-Gleichung zweiter 
Ordnung, in Bezug auf welche J n und 0 " jenen complemen- 
täreu Charakter besitzen, mit Leichtigkeit aufzustellen im 
Stande sein; wahrscheinlich aber würde diese Gleichung von 
complicirter Natur werden. 

In Bezug auf die Bessel sche Differential -Gleichung ist 
die Function J H also nicht complementär zu 0", sondern 
complementär zu einer gewissen anderen Function ¥", deren 
Untersuchung den Gegenstand des dritten Abschnittes ansmacht. 
Im vierten Abschnitt endlich werden gewisse partielle Diffe- 
rential-Gleichungen behandelt, bei deren Integration die 
Functionen J” und Y" eine ähnliche Rolle spielen, wie die 
Kugelfunctionen P* und Q" bei der Integration der bekannten 
Differential -Gleichung des Potentiales. 

Alles, was im Gebiet der Bessel'schen Functionen im 
Laufe der Zeit zu Tage getreten ist, zu einem einheitlichen 
Ganzen zu verbinden, dürfte eine schwierige Aufgabe sein. 
Die vorliegende Schrift hat keine solche universelle Tendenz; 
sie berührt nur diejenigen Punkte jenes Gebietes, welche nicht 
zu fern abliegen von ihrer eigenen individuellen Richtung. 

Tübingen, den 7. April 1867. 

C. Neumann. 
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Es dürfte angemessen sein , aus der vorstehenden Literatur nament- 
lich zwei Sätze hervorzuheben, weil sic verwandt sind mit dem Gegen- 
stände der vorliegenden Untersuchungen. Es Bind folgende: 
Fourior’scher Satz. Die Function 

p? i -4 pH 

= + - srf - 4 ^ + •••••• 

verschwindet für unendlich viele reelle Werthe von x. Bezeichnet man 
diese ihrer Grösse nach geordnet mit d, so kann jede innerhalb des 

Intervalles 0 1 willkürlich gegebene Function f(x) in eine nach den 

J*(9x) fortschreitende Reihe entwickelt werden. 

Schlömilch'scherSatz. Bezeichnet man diu Hälften der ganzen 

Zahlen 0, 1,2, 3, 4, mit n, so kann jede innerhalb des lnter- 

valles 0 .... ir willkürlich gegebene Function f (x) in eine nach den J°(nx) 
[oder auch nach den J 1 (nji| fortschreitende Reihe entwickelt werden. 


*) Leider ist mir dieser Aufsatz erst ' bekannt geworden nach 
Beendigung des Druckes. Ich ersehe aus demselben, dass die Entr 
Wicklungen, welche ich Seite 39 gebe, schon von Schlömilch gefunden 
sind. 
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Erinnerung im die Kugelfunctionen. 


§ 1. Cauehy’a Theorem. 


Sind die Wcrllic einer Function f(z) eindeutig und stetig 
innerlialb eines endlichen Gebietes 2t, so sind sie darstellbar 
durcli ein Integral, welches hinlauft über den Hand von 21. Ist 
nämlich c irgend ein 1‘unct innerhalb 2t, und sind : die Rand- 
punctc von 21, so gilt die schon von Cauchy aufgestellte Formel: 


0 ) 


f(c) 


_ — / M* 

~ ni J z ~ 


wo die Integration positiv berumläuft um 2t. 

Besitzt die Fläche 21 mehrere, etwa n Randcurvcn, so ver- 
wandelt sich das Integral in eine Summe von n Integralen, jedes 
derselben hinerstreckt über je eine der n Kandcurven. 

Was die positive Umlaufung von 2t anbelangt, so ist (na- 
mentlich mit Bezug auf den Fall mehrerer Randcurvcn) Fol- 
gendes zu bemerken. Zu Grunde gelegt wird bei dieser Aus- 
drucksweise ein in der t Ebene festgesetztes Coordinatensystem 
von solcher Beschaffenheit, dass der im Anfangspuncl Stehende 
und in der Richtung der reellen Achse F'ortschende die Richtung 
der imaginären Achse markiren würde mit ausgestrcekler Linken. 
Dies vorausgesetzt, ist bei jeder Randcurve von 2t unter der po- 
sitiven Richtung diejenige zu verstehen, in welcher die Curvc 
durchwandert werden muss, falls man das angrenzende Flächcn- 
gebiet beständig zur Linken haben will.*) 


*) Vergl. hierüber, sowie in Iletreff (1er Ableitung (1er Formel (1) 
meine „Vorlesungen über Itiem&nn’s Theorie (1er Aberachen Integrale 1 * 
Seite 71 und 8(5. 

Neu manu, Theorie <1. BcMfl'schcn Functionen. 1 
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§ 2. Kugelfunctionen und Bessel’sehe Functionen. 

Dass sich di« Cauchy'sche Formel (1.) nicht allein zur Be- 
gründung der Taylor’schen Entwicklung nach Potenzen, son- 
dern ebenso gut auch zur Begründung von Entwicklungen, welche 
nach Kugclfunctionen fortlaufen, mit Vortheil verwenden lässt, 
habe ich in einer früheren Abhandlung*) gezeigt. Gegenwärtig 
beabsichtige ich zu zeigen, wie man nur ganz analogem Wege 
zur Begründung von Entwicklungen gelangen kann, welche fort- 
schreitcn nach den Bessel'schen Functionen. 

Zwischen den Kugelfunctionen einerseits und den Bessel’schen 
Functionen andererseits findet, namentlich was Entwicklungen 
nach diesen beiderlei Functionen anbelangt, ein hoher Grad von 
Uebcreinstimmung statt. Um diese möglichst deutlich hervortre- 
ten zu lassen, werde ich zunächst die schon früher in BctrelT 
der Kugelfunctionen erhaltenen Besullatc in Kürze zusammenstel- 
len, und sodann erst übergehen zu dem eigentlichen Gegenstände 
dieser Abhandlung, nämlich zu den Bessel'schen Functionen. 


§ 3. Integral - Eigenschaften der Kugelfunotionen. 

Die Kugelfunctionen erster und zweiter Art, P"(:) und Q"(z), 
sind particulärc Lösungen der DilTcrential-Gleiehung 

W dz* 1 — z* dz + 1 — ;« F °’ 

und werden in der von Heine festgesetzten Normalform**) darge- 
stellt durch folgende Integrale: 

n 

(3) /»«(=) = - / - rf “ 

* J (z+Vz'-l-< 


cos eo) 




n 

= — / — V 2* — 1 • cos u>) n dm , 

n J 
0 

(4) «-W <=r- 


*) Nitrolich in meiner Schrift: „lieber die Entwicklung einer Func- 
tion mit imaginärem Argument nach den Kugelfunctionen erster nnd 
zweiter Art." Italic. 1RC2. 

**) Heine’» Handbuch der Kugclfunctionen. Seite 14, 15 nnd 59. 
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wo das Vorzeichen der zweideutigen Grösse j/z* — l so zu wählen 
ist, dass der Bedingung 
(5) mo<l (? -f- j/z' l — l) > 1 

Genüge geschieht. 

Diese Functionen P, Q besitzen folgende Integral -Eigen- 
schaften : 

J'P n (?) /»* (?) dz = 0, 

(G) fQ m (?) 0" (?) dz = 0. 

/P" (?) ff' (*)* = *. 

Die Integrationen sind hier über eine Ellipse mit den Brenn- 
puncten + 1 in positiver Kichtung hinerstreckt zu denken, oder 
auch hinerstreckt zu denken über irgend welche andere geschlos- 
sene Curve, in welche eine derartige Ellipse, ohne mit der ge- 
radlinigen Strecke — 1 ■••-(- 1 in Berührung zu kommen, durch 
Dehnung und Biegung deformirt werden kann. 

Ferner repräsenliren m, n beliebige (gleiche oder verschie- 
dene) Zahlen, und k eine Konstante, welche 

(6-<J ) = °‘ ler = 0 

ist , jenachdem m, n gleich oder verschieden sind. 


§ 4. Entwicklung nach Kugelfunctionen. 


Ebenso wie inan die Taylor'schc Entwicklung nach steigen- 
den oder fallenden Potenzen aus der Cauchy’schcn Formel (1.) 
dadurch ableitet, dass man den in jener Formel unter dem In- 
tegral stehenden Bruch — — entwickelt nach der Binomischen 
° z — c 

Beihe: 


( 7 ) 


= 1 + JL + + j?*_ + , 

y—x y ;/* !/' y* 

ebenso bin ich (in der erwähnten Abhandlung) zu der Entwick- 
lung einer Function nach den Kugelfunctioncn erster oder zwei- 
ter Art dadurch gelangt, dass ich jenen in (1.) enthaltenen Bruch 

- — entwickelt habe mit Hülfe der Heinc'schen (leihe: 

? — r 

(8) ~_ x = Q n (y) P«(x) + 3 ff' (y) P'{x) + 5 £> 2 {y) P’ l (x) 

+ 7 Q 3 (y) P 3 (x) + 

Denkt man sich unter x, y irgend zwei complcxc Variable, also 
irgend zwei Puncte auf der ? Ebene, und denkt man sich ferner 
auf dieser Ebene ein System confocalcr Ellipsen mit den Brenn- 

1 * 
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punrten + 1, so bleilit die vorstehende Reihe (wie ans Heines 
Untersuchungen hervorgeht) convergent und gültig, so lange der 
Punct x auf einer engeren, der Punkt y auf einer weiteren El- 
lipse sich befindet. Mit Rücksicht hierauf führt nun die Cauchy'- 
sclie Formel (1.), wenn man den Rruch — - mit Hülfe der Hei- 
nc'scben Reihe (8.) entwickelt, zu folgenden Resultaten. 

Erster Salz. Eür jede Function f (z), welche innerhalb einer 
Ellipse mit den Brennpunclen + 1 eindeutig und stetig bleibt , exi- 
stirt eine Entwicklung . 

(9) f(z) = i»(*) + «, />'(*) + «, /*(*) + 

welche gültig*) ist für alle Puncle im Innern der Ellipse. 

Zweiter Satz. Für jede Function f (z), welche eindeutig und 
stetig bleibt auf der von zwei confocalen Ellipsen mit den Brenn- 
punctcn + 1 begrenzten ringförmigen Fläche, existirt eine Entwick- 
lung : 

(10) f(z) = « 0 /*(*) + O, P l (z) +a 2 I*(z)+ 

+ ßo y°(r) + ft O'M + ft 0*(*) + , 

welche gültig ist für alle Puncle jener ringförmigen Fläche. 

' Die constanlen Coefficienlen a und a,ß in diesen Entwick- 
lungen (9.) und (10.) können unmittelbar erhalten werden durch 
Anwendung der in (6.) aufgeführten Integraleigenschaflen. Ebenso 
ergiebl sich mit Hülfe dieser Integraleigenschaflen augenblicklich, dass 
bei einer gegebenen Function f(z) die Ausführung der Entwicklung 
(9.) oder (10.) immer nur auf einerlei Art möglich ist. 

Die angegebenen beiden Sätze haben in neuester Zeit eine 
wichtige Erweiterung erhalten durch eine Untersuchung von Thome. 
Thome zeigt nämlich**), dass die Entwicklungen (9.) und (10.), 
ohne Reeinträchtigung ihres Gültigkeils • Gebietes, beliebig oft 
nach z dilTerenzirl werden können. 

*) Wenn eine Entwicklung gültig genannt wird innerhalb irgend 
welcher Grenzen, so versteht sieh von selber, dass sie innerhalb die- 
ser Grenzen auch convergent ist. Denn die Convergenz ist ein noth- 
wendiger Bcstandthcil der Gültigkeit. 

* In gleicher Weise betrachte ich (wie hier zu bemerken nicht über- 
flüssig sein wird) das End lieh ble ib cn einer Function als einen noth- 
wendigen Hestandthoil ihrer Stetigkeit. 

**) Borchardt's Journal. Bd. 66. Seite 3.'I7. 
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Definition und Eigenschaften der Bessel’schen 
Functionen. 


§ 6. Die Bossel’schen Functionen erster Art J". 

Die neuen Umwicklungen, welche den eigentlichen Gegen- 
stand der gegenwärtigen Abhandlung bilden, laufen fort nach 
zweierlei Functionen J"(z) und ()"(:), welche in ihrer gegenseiti- 
gen Iteziehung grosse Aehnlichkeit zeigen mit den Functionen 
P"(z) und welche indessen nicht ein und derselben DilTe- 

rential - Gleichung zugehören. 

Die Function ./"(i) ist identisch mit der Bcssel’schen 
Function. Sic ist eine particuläre Lösung der Gleichung: 

(i) 5f + -f £ + 

und dargestellt durch die stets convergente Fteihe: 

(2.a) ^"(s)= 24 ... 3n (l — 2 2n+2 2-4-2n-|-‘2-2n-H )' 

Um diese Fteihe*) (namentlich mit Bezug auf den Fall n=0) in 
unzweideutiger Weise hinzustellen, ist es gut, sic so zu schrei- 
ben: 

J " : ) = .,„ nn ( 1 — 2-2n + 2 + • 4 • •-*« + 2 • + t )’ 

wo Tin die von Gauss eingeführte Function vorslelll, wo also 


*) Das Gesetz, nach welchem diese Keihe fortschreitet, ist leicht 
zu übersehen. Das nächstfolgende Glied in der Parenthese würde 
lauten: 

,o 

2 • 4-6-2/r 4-2 • in +T~2» + 6 ’ 

Die Vorzeichen sind altemircnd. 
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770=1, 

771=1, 772 = 1 -2 , 77,‘5=1 -2-3, elc. etc. 

ist. Durch weitere Anwendung dieser Gauss'schen Function kann 
die lieilie lur J"(z) auch so dargeslellt werden: 


(J.c) J"(z) /7o /7n( 2 ) 

+ n»h.a_.,( ö ) 




771 77«+ 1 
1 J t V -M 
772 JJn+2 

Endlich kann der Werth von J"(z) auch ausgedrückt werden ver- 
mittelst eines bestimmten Integrales, nämlich: 

« 

1 /* 

(2.rf) 7"(z) = — I cos [z sin ca — na) dca. 

o 

Diese letzte Formel bildet, beiläufig bemerkt, die ursprüng- 
liche Definition von wie sie von Bcssel gegeben wurde.*) 

Ausserdem bat Bcssel noch folgende andere Integral - Darstellung 
gefunden: , 

i« i J* r 

(2.rf'J J"(z)= 173.5 *. •„ / cos (* cos “) sin 5 "to et ca, 

0 

welche später von Jacobi von Neuem abgeleitet wurde durch An- 
wendung einer sehr merkwürdigen allgemeinen Methode.**) 


§ 6. Entwicklung von cos (i sin w) und sin (t sin ca) nach 
den Cosinus und Sinus der Vielfachen von ca. 

Die Formel (2.d) kann so geschrieben werden: 

n 

(3.) J"{z) = — / [cos [z sin ca) cos nca + sin [z sin ca) sin »tu] dca. 
*J 
0 

Hieraus ergiebt sich leicht: 

1i 

(4.a) J"(z) = n I COS (z sin <a) cos nca dca für jedes gerade «, 
a 

und andererseits: 


*) Bcssel: „Untersuchung des Thetis der planetarischen Störungen, 
welcher aus der Bewegung der Sonne entstoht.“ Abhandlung, der Math. 
Classe der Berliner Akademie, aus dem Jahre 1824. S. 22. 

**) Jacobi : „ Formeln tramfocmatlonu inlegralium definitorum Crelle’s 
Journal Bd. 15. Seite 13. 
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(4. 6) j"{z) — — J sin (z sin w) sin no> d(0 für jedes ungerade «, 

0 

Alis den Formeln (4. o) und (4.6) aber folgt unmittelbar, dass 
die Entwicklungen von cos (z sin <b) und sin ( z sin ca) nach den 
Cosinus uud Sinus der Vielfachen von a mit Coefflcienten behaf- 
tet sind, welche identisch sein müssen mit den J’[z). So erge- 
ben sich die (schon von Bessel aufgeslellten) Formeln: 


(5.a) cos (zsino>)=./ 0 (z) + 2/ 2 (z)cos2(a -f- 2 / 4 (z)cos1<d + 

(5.6) sin [z sin ») = 2 /'(*) sin »+ 2 / 5 (z)*in 3 <»+ 2 /«(z) sin 5» + 

Hieraus folgen leicht die später nolhwendigen Formeln: 

(6 . o) i =/»(*) + 2 Az) + 2 Az) + 2 Az) + 

(6.6) z = 24 J'{z) + 2-3/ 3 (z)+2-57 s (z)+ 2-7 /’(z) + : 

denn (6.o) ergicbt sich aus (5.o), sobald man ü>= 0 setzt; und 

(6.6) wird erhallen, wenn man (5.6) nach u difTerenzirl, und so- 
dann wiederum o) = 0 setzt. 

Die Gleichungen (6. o,6) lassen sich übrigens, mehr sym- 
metrisch, auch so darstellen: 

(7.0) 1 =f 0 / ü (z) +£j/ ? (z) +£ 4 ^( 2 ) + VM + 

(7.6) Z= l£,/‘(*) + 3£ 3 y 3 (z) +5£ 5 / 5 (z) +7 £,/ ! (z) + , 

wo £„ eine Constante vorstellt, welche später noch vielfach benutzt 
werden soll, welche = 1 ist für « = 0, und = 2 ist fürn>0. 

Die Entwicklungen (5.o,6) rühren, wie hier beiläufig be- 
merkt werden mag, zu einer neuen gemeinschaftlichen Darstel- 
lung särnmtlicher Functionen J durch ein bestimmtes Integral. 

Substituirt man nämlich in jenen Entwicklungen ij + * an 
Stelle von <a, so erhält man: 

(8.0) cos (z cos t])=J° — 2 J 2 cos 2 z\ + 2/ 4 cos4 r, - 2 /«cos 6^ 

-f- 2 cos St) — , 

(8.6) sin (zcosjj) = 2 J' cos q — 2 J J cos 3 1 ) +2 f' cos 5»/ 

— 2/ 7 cos 7 »j -(- , 

wo /°, /',/*. — zur Abkürzung gesetzt sind für J l \z).J , (z),J‘(z\, 

Durch Benutzung der Grösse « = /- 1 können wir diesen 
Formeln folgende Gestalt verleihen: 

(9.0) cos (z cos vj) = J" + 2i' , / I cos2ij + 2i‘ J‘cos4>, + 2i«/«cos6ij 
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(9.6) i sin (; cos i/j — 2» J' cos ij + 2» , y ;) co$3ij + 2« s y s cosöi) 

+ 

Hieraus folyt durch Addition: 

##“ <x 

(10) e* 1 *“« = — t, I* y" cos nq, 

* = U 

wo die Summation über alle positive ganze Zahlen hiuläuTt . und 
f. die vorhin eingeführtc Consta nie vorstellt. 

Aus dieser Entwicklung (10) ergiebt sich nun unmittelbar 
(statt J* setzen wir wieder 

ft 

(11) »" /"(l) = - j C*- c05 1 COS WJ dt] , 

0 

oder, was dasselbe ist: 

ft 

(12) /"(i) = —~j e btm i cos nt} dij, 

o 

eine Formel, welche, ebenso wie die Formeln (2.</) und ( 2.d'), 
gültig ist für jedes beliebige n. 

§ 7. üoborgang von dor Bossol’schGn Function erster 
Art /" zu den Functionen zweiter Art 0". 

Die Untersuchungen dieses § werden provisorischer Na- 
tur sein, nämlich angeslellt werden auf Grund und mit Hülfe 
hypothetischer V o r a u s s e t z u n g e u. 

Es handelt sich darum , neue Functionen aufzustellen, welche 
einer gewissen vorgeschriebenen Anforderung Genüge leisten. Un- 
sere erste hypothetische Voraussetzung bestellt darin , dass diese 
vorgeschriebene Anforderung überhaupt erfüllbar ist, bestellt also 
in der Annahme, dass die gesuchten Funktionen wirklich exi- 
stiren. 

Von dieser Hypothese aus führt ein direcler, völlig siche- 
rer, aber höchst beschwerlicher Weg zu jenen unbekannten 
Functionen hin. Diesen Weg werden wir nicht betreten. Wir 
werden einen andern, indircclcn Weg einschlagen, der aller- 
dings bequem, aber äusserst unsicher ist, der nämlich nur pas- 
sirbar sein wird mit Zuhülfcnahme von drei Voraussetzungen, 
die wiederum völlig hypothetischer Natur sind. 

Ob also die Functionen, zu welchen wir in solcher Weise 
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gelangen , der vorgescliriebenen Anforderung wirklich Genüge lei- 
sten, wird durchaus zweifelhaft sein, lind dieser Zweifel wird 
erst beseitigt werden in späteren §§. 

Es seien x und y zwei beliebige complcxe Variable, geome- 
trisch also dargestellt durch irgend zwei Bunde in der z Ebene. 
Ferner seien P(x ) , J'{x ) , J 2 (x), • • • • die dem Argument x ent- 
sprechenden ßesscl’schen Functionen. Fhidlich mögen mit U u ly), 
n' y ) , 0’ ! (y ) , die dem Argument y entsprechenden unbe- 

kannte n F u m c t ione n bezeichnet werden. Die vorgeschric- 
bene Anforderung, der diese unbekannten Functionen genü- 
gen sollen, lautet: 

(M - 1 - = J'V) 0%)+2/'(*) 0'iy) + -2P[x) 0'{y)+2J3(x) 0'{y) 

V 

+ 

und kann also, mit Ilenutzung der früher eingcführlen Con- 
stanlen : 


auch so ausgedrückt werden: 

(M J "{x) 0"(y). 

y x 0 

Die unbekannten F'unclionen 0"(y) sollen nämlich, wird gefor- 
dert, von solcher Beschaffenheit sein, dass diese Gleichung (l.o,A) 
entweder allgemein statllindet bei völlig freier Beweglichkeit der 
Funde x, y, oder wenigstens stattlindet, so lange die Bewegung 
jener l'uncte beschränkt bleibt auf irgend welche Flächen- 
gebiele. 


Unsere erste Hypothese besteht, wie schon angedeutel, 
darin, dass die einer solchen Anforderung entsprechenden Func- 
tioueu 0" (y) wirklich exisliren. Von dieser Hypothese aus führt 
ein leicht iindbarer dirccter Weg zur Aufstellung jener unbe- 
kannten Functionen. 

W ir schlagen einen andern, indirccten Weg ein, und be- 
ginnen mit folgenden Betrachtungen. Versteht man bei irgend 
einer Function f[x,y) oder f unter A und A ' die Operationen: 


( 2 ) 

so ergiebt sich 


Af = f { + 

?x % 


u , , 

fix + >’ 


1+ 'V. 

' cy* y C1J y' 
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oder 


j / 1 \ _ ff+* i 1 

Vff */ x[y—xf ' ff — *’ 


* 4 t. J 


1 \ xfn-\-x) 


■' ' ' -L 

<ff-*) s T 


ff — * 


oder, wenn man die Differenz y — x — u sclzl, und u an Stelle 
von x einführl. 


(//—«) CI'/ — *) , (y— »)* 

K ] T — > 


d. i. 


* , 'fch)-¥-3 + , 4‘ : -*+>. 


oder, wenn man nunmehr u wieder ersetzt durch seine eigent- 
liche Bedeutung y — x: 


, ./ t \ __ _V_ , i + ff* , , . 

‘ l (ff—*) (ff — *) 1 (ff—*)’ .</-* (y + ■*)• 

Diese Formel kann, wie leicht zu übersehen, auch so dargeslelll 
werden : 

*’ lJ (^i)=y t $( j ^x) +3 ^'ff(ff-*) + i-* ~ [,J + *>• 

und kann daher mit Benutzung des in (2) eingeführten Opera- 
tionszcichens J' auch so geschrieben werden: 

(3) H/-*) = ^'C-*) -(* + *>• 


Die Gleichung (1. a, b), deren Benutzung gestaltet ist auf 
Grund unserer ersten Hypothese, führt nun mit grosser Leich- 
tigkeit, jedoch mit Herbeiziehung einer zweiten Hypothese, 
zu den Formeln: 

A (,,-*) “ f £ » °"W 

(4) 

A ' C-*) = - f - Jm W 

Die hiebei erforderliche zweite Hypothese bestellt in der An- 
nahme, dass jene durch irgend welche unbekannten F'unctionen 
n*(y) erfüllbare Gleichung (1 ,a,h) gültig bleibt bei wiederholter 
Differentiation nach x, y. 

Die Substitution der Werthe (4) in die Gleichung (3) liefert 
(5) y + *= 2J iJj"(x)-tfj'ö"{y) — Ü”(y)-x ! JJ”{x ) Y 
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Nun genügl die ßessel’sche Function J"(x) der (Seile 5 angege- 
benen) Differential-Gleichung 


0 = 


0*^(x) 1 dJ'(x) , / 

cx* * x i'x 'V :r* 


) J n {x), 


welche mit Anwendung des in (2) eingcführtcn Operationszci- 
chens d auch so darstellbar ist: 

0 = dJ“ (x) — ", J“ (x). 

Subsliluirt man diesen Werth von dJ" (x) in (5), so erhall man 
(6) y + x = 21 e„ J" (a:) ^ y- d’ 0 " (y) — tr 0 " (y) 

Hier haben wir das Binom y + x vor uns, entwickelt in eine 
nach den J*[x) fortschreitende Reihe, deren Coefficienlen rcprä- 
scntirt sind durch Functionen von y. 

Eine derartige Entwicklung des Binoms y + x lässt sich 
leicht noch in anderer Weise erhalten, nämlich durch Benutzung 
zweier früherer Formeln (Seite 7), welche, wenn man den dor- 
tigen Buchstaben z mit x vertauscht, so lauten: 

1 = <o (*1 + h P (x) + + 

x = lf, /’ (*) + 3e 3 P (jr) ■+■ 5« 5 P (x) + •••■• • 

Wird die erste dieser Formeln mit y multiplicirt , und sodann 
die zweite hinzuaddirt, so crgicht sich 


(7) y + x = t 0 y y°(a-) + y P(x) + t A -y J*(x) + ■ ■ ■ ■ 
+ *,-l /* (x) + t 3 -3P(x) + z„ 5 J*(x) + ••••. 


eine Entwicklung, welche, ebenso wie die in (6), fortsehreilet 
nach den J"[x) und Goellficicnten besitzt, die unabhängig von 
x sind. 

Die dritte Hypothese dieses § besteht in der Annahme, 
dass diese beiden für das Binom y + x erhaltenen Entwicklun- 
gen (6) und (7) unter einander identisch sind. Sie führt uns 
augenblicklich zu den Formeln: 

y l d 0" ly) — irt) n (y) = y für jedes gerade n, 


( 8 ) 


y 2 d O“ (y) — n 2 0" (y) = n 


für jedes ungerade n, 


Formeln, welche, mit Rücksicht auf die Bedeutung von d\ in 
ihrer ausführlichen Gestalt so lauten : 
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( 9 ) 


?££> + 3 - (gerades n), 

dy* y <y v y 7 y v& 71 


- T/ + 7 ' % <V) + ( 1 _ "V ’) °' (y) = 7* (ungerades «). 

Eine etwas bequemere (iestalt erballen diese Differential-Gleichun- 
gen , wenn man 

(10) 0-(y) = y— • Ä"(y) 

subslituirl. Für die Functionen Sl"(ij) ergeben sieb alsdann die 
Gleichungen: 

+ h±! + fl. w = I , s „. d .. 

y ty y * ” 

( 11 ) 

(y) = l (ungerades «). 


f)’ß"(y) 2n+ 1 ffl"(,v) 


fir y (y v 

Für diese letzteren Gleichungen lassen sieb gewisse parli 
culäre Lösungen leicht finden mit Hülfe der Ansätze: 


• a "(y) == + ^t+s + j 7+T + • • • • (gerades «), 

( 12 ) 

Ä " W = „'h+i + £W+S + ya +5 + • • • • (ungerades n). 

Die Goustanten C lassen sich nämlich ohne Mühe der Art be- 
stimmen, dass den Gleichungen (11) Genüge geschieht. Auch 
findet man, dass diese C nur bis zu einem gewissen Hange Werlhe 
besitzen, später aber verschwinden, dass also die vorstehenden 
Ansätze zu parliculärcn Lösungen führen von geschlossener 
Gestalt. 

Hieraus ergeben sich dann unmittelbar entsprechende parti- 
culäre Lösungen filr die ursprünglichen Differential- Gleichungen 
(9). Sic lauten: 


(13) 


« , »-T(‘ + V + a S :B + 

(gerades n) , 


n’ («'— 2 «)(n* — l*) 




i+ 


n»— 1* (n‘ — l*)(n*-3*) (»*— l*)(n«-3 , )(»*-5*) 


!/' 

(ungerades n). 


r 


) 


Diese Werllic besitzen eine geschlossene Gestalt. Denn die 
in den Parenthesen befindlichen (leihen brechen vou selber 
ab, wie man augenblicklich erkennt. 


Digitized by Googli 



Definition lind Eigenschaften der lie.sscl'schcn Functionen. 


13 

Die vierte und letzte Hypothese dieses § bestellt end- 
lich in der Annahme, dass die eben gefundenen parliculären 
Lösungen der Differential -Gleichungen (0) identisch sind mit den 
gesuchten Functionen, d. i. mit denjenigen Functionen ü“(y), 
durch welche die in (1) gestellte Anforderung erfüllt wird. 

Dass solches in der Thal der F’all ist, wird später mit vol- 
ler Strenge nachgewiesen werden. Um aber diesen Nachweis 
führen zu können ist es erforderlich, dass wir die erhaltenen 
Functionen O m (y) näher ins Auge fassen. Um dabei eine grös- 
sere Symmetrie mit unseren früheren Untersuchungen über die 
Functionen J" (z) zu erzielen, werden wir den Buchstaben y ver- 
tauschen mit z. 


§ 8. Die Bessel’sehen Functionen zweiter Art 0". 


Die beiden Differential -Gleichungen (9) können (wenn man 
den Buchstaben y mit z vertauscht) zusammcngefassl werden in 
die eine Gleichung: 


(14) 


3 

dz * + * 



F—tJn. 


wo dann g„ eine gegebene Function von z vorstellt, von ver- 
schiedener Bedeutung je nach dem Werllie von n ; nämlich: 


1 

9* — ~ 

(l4.o) 


fiir jedes gerade n, 


Qn == 7* für jedes ungerade n. 

So hypothetisch die Untersuchungen des vorhergehenden § 
auch sein mögen, mit voller Gewissheit geht aus ihnen hervor, 
dass dieser Differential -Gleichung (14) genügt wird durch eine 
Function O’(z), welche, jeuachdem n gerade oder ungerade ist, 
dargesleilt wird durch eine der beiden Formeln: 

0- W = Ul + »* + + W-4») + 

(gerades n), 


(15. o) 
0"(z)= 


1 + ^*+^ 


.4 T ; t. I * * ’ * ) 

(ungerades - »). 


Diese Formeln sollen von jetzt ah als die Defini- 
tion der Function 0"(z) angesehen werden. Aus ihnen er- 
giebt sich, um einige Beispiele anzufahren r 
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(15.«') 


«•w = 4* 

0*w = T + z 4 »’ 

«*(*) = ! + ^ + 


192 

.4 • 


und andererseits: 


(15.«" 


O'W 

o*W 

o*(*) 


* +!*. 

4 + f? + 


1920 


Allgemein erkennt man aus den Formeln (15, «) und mit 
Rücksicht auf das Abbreclien dieser Formeln, dass O" (r) eine 

ganze rationale Function von | vom (n + l) lw * Grade 

ist, welche verschwindet für z — ao. 

Oie beiderlei VVerthe, welche 0" (i) besitzt, jenachdem n ge- 
rade oder ungerade, können, auf etwas künstliche, für einige 
Untersuchungen aber vortheilhaflc Art, in gemeinsame Form ge- 
bracht werden. Setzt man nämlich: 

Af = 1, 

A 2 n — n, 

A" = n-n, 

-V = «■(« — 1) (n + 1). 

A," = n • in — 2) n (n + 2) , 

A e " = «•(»» — 3) (n — 1) (» + 1) (« + 3), 

Af = n ■ (n — 4) (n — 2) n (n + 2) (n + 4), 

ii. s. w. , mithin allgemein: 

A p m =n-(n—p+S)(n—p+5) ( n—p+7 ) («+/>— 3), 

und setzt man ausserdem: 

, 1 — (— l)v - , . , 1 — (— l)"+r 

= fo, 8 Ilch l ”+p — . 

so dass also X n+t , den Werth 0 oder 1 besitzt, jenachdem n + p 
eine gerade oder ungerade Zahl ist, so erhält man für jedes be- 
liebige n: 

(15.«'") 0-(z) — Z K+p A,," :-p. 

p— 1 
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Die obere Grenze dieser Summe kann nämlich = 30 gesetzt wer- 
den, weil die hei der Summation entstehende Reihe von selber 
abbricht mit einem gewissen Gliede. Bei geradem n verschwin- 
det der Factor Ä für jedes gerade p, so dass nur ungerade 
Potenzen von s übrig bleiben. Und ebenso siebt man, dass mir 
gerade Potenzen von r übrig bleiben werden, sobald n unge- 
rade ist. 

Eine andere und weit einfachere Darstcllungsart ergiebt sich 
für die Functionen 0*(z), wenn man die als Definition hinge- 
slellten Ausdrücke (15.«) in umgekehrter Weise (nach stei- 
genden statt nach fallenden Potenzen von z) ordnet. Man findet 
alsdann für jedes beliebige n den Werth: 

(15.») ,.«■(,) =^(l +i^ + ö^__ + ). 

wo unter f„ wiederum jene schon oft gebrauchte Constante zu 
verstehen ist, welche den Werth 1 hat für n=0, den Werth 2 
für « > 0. Diese Formel zeigt eine überraschende Aehnlichkeit 
mit der für f"(z) auf Seite 5 angegebenen Formel (2.6). Sic 
leidet aber an der Unbe»|ucmlicbkeit, dass der in Parenthese ste- 
hende Ausdruck nicht von selber abbricht, des Abbruchs aber 
bedarf. Das letzte jenem Ausdruck noch einzuverleibende 
Glied lautet, jenachdem n gerade oder ungerade ist, entweder: 

Z n 

2^4^r-2«-2T2«-4 .-;» (gerades n), 

oder: 

•fl — 1 

(ungerades n). 


2 *4*- '.fl — 1 -2n — 2*2« — 4 • - - « — f— 1 

Bemerkt mag noch werden, dass die Formel (15.6) auch so 
darstellbar ist: 

ur \ nmt \ rn«-V2\« . I7n-2/2\"~ 8 , 17«-3/2\»— 1 "1 

(15.c) c-0-(z)=- s -^- ö(> { T ) + + • • • J- 

Der in Parenthese stehende Ausdruck bedarf hier wiederum 
des Abbruchs. Sein letztes Glied lautet entweder: 

n 


oder : 


_ * / 2 y> 

n — '= ' 

2 

n 

* (Vf 

n *~± w 


(gerades «), 


(ungerades n). 
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Die Function 0" (z) ist, wie schon (Seile 14) bemerkt 
wurde , zu c li a r a k t e r i s i re n als eine ganze rationale 
Function von 4 vom (« + l) ,n * Grade, welche verschwin- 
det für i=o o. Hiermit stellt, wie man augenblicklich über- 
sieht, in unmittelbarer Beziehung der Abbruch der Ausdrücke 
(15.6, c). Diese Ausdrücke sind nämlich, dies können 
wir als allgemeine und stets gültige Hegel hinstellen, 
jederzeit so weit forlzusctzcn, als es verträglich ist 
mit dem eben genannten Charakter der Function 0"(z). 

Endlich kann die Function 0 " (;) auch dargestclll werden 
durch ein bestimmtes Integral. Von den Ausdrücken (15. a) aus- 
gehend findet man ohne erhebliche Anstrengung*): 

OM o- W = 

1/ 

o 

Schon die äussere Gestalt der Functionen J und 0 verräth, 
wenn man einen Blick auf die Formeln (2.6) Seite 5 und (15.6) 
Seile 15 wirft, eine gewisse Zusammengehörigkeit dieser Func- 
tionen, ähnlich derjenigen, welche zwischen den Kugelfunclionen 
1‘ und Q slatlfindel. Dass eine solche Zusammengehörigkeit wirk- 
lich vorhanden ist, wird die weitere Untersuchung deutlich her- 
vortreten lassen. Mit Rücksicht hierauf mag es mir gestaltet 
sein, den Manien der Functionen J auszudehnen auf die 0, näm- 
lich die J als Bessel’schc Functionen erster Art, die O 
als Bessel’schc Functionen zweiter Art zu be- 
zeichnen. 

Kiu Mangel in der erwähnten Analogie besteht allerdings 
darin, dass 1‘ und Q particulärc Lösungen ein und derselben 
Dill'erenlial Gleichung sind, während die Functionen / und 0 ver- 
schiedenen Dillercntial-Glcichungcn zugehören, nämlich den Glei- 
chungen (1.) Seite 5 und (14.) Seite 13. 

§ 9. Integral - Eigenschaften der Besser sehen Functionen 
erster und zweiter Art. 

Die Function /“(z) wird durch eine Bcihc (Seite 5) darge- 
stellt, welche nach positiven ganzen Potenzen von z fortläuft. 

*) llic Ableitung dieser Formel unterdrücke ich, weil von ihr im 
Folgenden kein Gebrauch gemacht werden wird. 
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und welche (ebenso ein» wie die Iteihen für sin; und cos;) 
convergent ist für alle Puncte der z Ebene. Daraus folgt: 

(1) Die Function J"(z) ist auf der z Ebene allenthalben eindeutig 
und stetig. Gleiches gilt von ihren siimmtlichen Ableitungen. 
Andererseits ergiebt sieb aus der für 0"(r) hingestellten Defini- 
tion (Seite 13.) : 

(2) Die Function 0*(;) ist von der Form: 


0-{z) = 


A 




+ 



H 


wo A, D, C, ■ ■ • G, ll Constanle, und zum Theil — 0 sind. Sie 
ist daher eindeutig und stetig in allen Puncten der : Ebene , ausser 
im Puncte 0. Gleiches gilt von ihren Ableitungen. 

Aus (1) ergiebt sieb unmittelbar: 

(3) //"(*) J*(t) dz = 0. 

wo die Integration auf der ; Ebene hinerstreckt sein kann über 
eine beliebige in sich zurücklaufende Curre, und wo m,n irgend 
zwei beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen vorslellen. 
Ebenso ergiebt sich aus (2), dass die analoge Formel 

(4) J 0"(r) 0"(z) dz — 0, 

gültig sein wird, sobald die in sich zurücklaufcnde lutegrations- 
Curve ein Gebiet umgrenzt, welches den llnstetigkeitspuncl () 
der Functionen O nicht in sich enthält. Geachtet man aber, 
dass das Integral 



hinerstreckt über einen um jenen Punct 0 beschriebenen Kreis, 
verschwindet, sobald p, q positive ganze und von 0 verschie- 
dene Zahlen sind, so ergiebt sich mit Rücksicht auf die in (2) 
angegebene allgemeine Form der Functionen 0 augenblicklich, 
dass die Gleichung (4) an die eben gemachte Beschränkung nicht 
gebunden ist, dass sie vielmehr, ebenso wie (3), gültig sein wird 
für jede beliebige in sich zurücklaufende Inlegralions-Curve *). 


*) Streng genommen, muss vorausgesetzt werden, dass die Inte- 
grations-Curve den Punct 0 nicht berührt, weil sonst der Ausdruck 
unter dem Integral unendlich gross werden würde in dein Augenblick, 
wo die Integration diesen Punct passirt. Dieselbe Voraussetzung wird 
auch noch späterhin in diesem § gemacht werden. Sie liegt so deut- 
lich zu Tage , dass ihre jedesmalige Erwähnung überflüssig erscheint. 

Neu mann, Theorie d. BetstT sehen Functionen. 2 
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Um endlich drittens die Integrale von der Gattung 
( 5 ) j J m (z) 0"(z) dz 

zu untersuchen, gehen wir zurück auf die Differential -Gleichun- 
gen. Setzen wir zur Abkürzung 7’"(z) — 7 und 0 " (z) = 0, so 
lauten jene Gleichungen (Seite 5 und 13) folgendermassen : 


( 6 ) 


8*J 

ei* 

+ 

1 

8J 

8z 

+ (l- 

m* 

) 7 = 

= o. 

8*0 

CZ* 

+ 

3 

80 

8 z 

+ (! - 


r) 

0 = 7» . 

i, wie leicht 

zu ü 

i berschen. 

auch so 

dargestellt 

8*J 

dz* 

+ 

i 

8J 

8z 

+ (1- 

m *• 
.r 

) j = 

= 0, 

8*zO 

~8t* 

+ 

i 

8z 

8: 

° + (l 

— 

S)= 

0 .— zg m . 


( 7 ) 


Hieraus ergiebt sich, wenn man die erste Gleichung mit 
— zO, die zweite mit 7 multiplicirt, und dann beide addirl: 

(•'5T--S5+ : ('V ••'•:() > 

i «*— »* „ 

T .1 zJn = ‘OhJ, 


oder, wenn man zur Abkürzung 7 — zO CJ — U setzt: 

( f l f | f o < ff) 

»*- + T + ("*“**) z 

oder wenn man mit z multiplicirt: 

iU 


z dz + U + ( m 

oder, was dasselbe ist: 


cirt: 

2 — «*) 70 = z 2 </„ 7, 


(8) ^ + (*» 2 — n 2 ) JO == r< 7 „ 7. 

Integrirt man diese Gleichung über eine beliebige in sich 
zurückiaufende Gurre, so ergiebt sich: 

(9) {m 2 — n 2 ) f JOdz — J z 2 g„Jdz. 

Das Product z 2 g„ ist (zufolge des Werthes von g m Seite 13) 
entweder = z, oder = n. Demnach ist z 2 g„J . ebenso wie 7 sel- 
ber , auf der zEhene überall eindeutig und stetig, das über jene 
Curve hinerstreckte Integral Jz 2 g n Jdz also = 0. Somit verwan- 
delt sich die Gleichung (9) in: 
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(10) (m ? — ?r) f JOdz = 0, 
oder ausführlicher geschrieben, in: 

(10. a) [m- — n-) f J m [z) 0 » (z)dz = 0. 

Hieraus folgt, dass 

(11) f J m {z) 0" (z'jilz = 0 

sein muss, so oft die Zahlen m, n verschieden sind. 

Zu untersuchen bleibt schliesslich noch der Werth des Inte- 
grales (11) für den Fall m = n. Nach den Definitionen von J’[z) 
und Ö"(z), Seite 5 und 15, ist 

+ ^ + ^ + ••••)■ 

*«<>•(*) = ^" 0 + «i 7 + H ). 

wo a, b, . , . a, ß Constante sind, auf deren Werthe es 

hier nicht weiter ankommt. Hieraus folgt durch Mulliplicution: 

t„ /"(*) 0»(*) = ~ (l + Az ■* + Bz* + • • • •) , 

wo A, B, ... ebenfalls Constante sind. Inlegrirt man diese 
Gleichung über irgend eine in sich zurücklaufende Curve, so er- 
hält man 

f “ J = 

Hieraus aber folgt, dass das Integral 

(12) e„ J J"(z) 0" ( z)dz — 2 ui, oder = 0 

sein muss, jenachdem das von der Curve umgrenzte. 
Gebiet den P und 0 enthält, oder nicht enthält. Vor- 
ausgesetzt wird dabei, dass die Integration um dieses Gebiet her- 
umläufl in positiver Dichtung. 

Die einzelnen Ergebnisse in (3), (4) und (11), (12) können 
folgendermassen zusammengefasst werden. 

Versteht man unter / eine auf der z Ebene in geschlossener 
Bahn und in positiver Richtung herumlauf ende Integration, so gel- 
ten die Formeln: 

f J"{z) J’(z)dz = 0, 

(13) f 0 m {z) 0"(z)dz = 0, 

//-(*) 0’(z)dz = k, 

wo m, n beliebige (gleiche oder verschiedene ) Zahlen sind. 

2 * 
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Erster Abschnitt. 


Wenn das von der lntegrations - Curre umgrenzte Gebiet den 
Punct 0 nicht enthält , so ist jederzeit 
k — 0 . 

Enthält aber jenes Gebiet den Punct 0 in sich, so ist 

k s= e ’ n , oder — 0, 

(fl 

jenachdem die Zahlen m , n gleich oder verschieden sind. 

Um jede Ungenauigkeit zu entfernen , ist scliliesslicii noch 
zu bemerken, dass einige der hier aufgeführten Formeln ungül- 
tig »erden, sobald die Integrationscurve den Punct 0 berührt; 
wie sich solches sowohl aus der Beschaffenheit dieser Formeln, 
als auch aus ihrer Ilerleitung leicht erkennen lässt. Andere Aus- 
nahmefälle existiren nicht. 


§ 10. Recurrirende Eigenschaften der Bessel’schen Func- 
tionen erster und zweiter Art. 

Die Definitionen der Functionen J und 0 führen, wie so- 
gleich erläutert werden soll, zu folgendem merkwürdigen Salz. 
Für jedes beliebige n ( ausgenommen n = 0) ist : 


(14.«) 


2~^ = •/»-*(:) - y«+ l (z), 


2 ^ = 0 -«^ 
dz - ' 




Auf den Fall n — 0 sind diese Formeln schon desshalb nicht an- 
wendbar, weil J~ 1 (j) und 0~ 1 (z) ohne Definition geblieben sind. 
Diese Lücke findet ihre Ausfüllung in den Formeln 




(14.6) 


dz 

( 0 »(:) 
dz 


= - /•(*). 


= - 0«(s). 


ln Bezug auf diese Relationen herrscht also zwischen den beiderlei 
Functionen J und 0 die vollständigste lieber einstimmung . 

Die Relationen für die J lassen sich auf Grund der festge- 
setzten Definition: 

(15) (* 2-ä«+2 *^2.4-Sn+a-S»-H ) 

mit solcher Leichtigkeit beweisen, dass ein näheres Kingehen 
hierauf überflüssig erscheint. 
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Melir Mühe macht «1er Beweis bei den 0. Was zunächst den 
Fall n = 0 anbelangt , so ergiebt sich die Relation (14.6) augen- 
blicklich aus den (Seile 14) gefundenen Werthen: 

0 "(*) = 4 * ^ (-)=.«• 


Lim die den übrigen Fällen n > 0 entsprechende Relation (14. a) 
zu beweisen , gehen wir aus von der Formel 

(16) 

(welche Seite 14 besprochen ist). Aus dieser folgt: 

0— *(t) = £l„+ p -, Af-'t-P, 

(17) O'+M*) = Zk.+p+i Jp n + l z-p, 


8Q"(x) 

dz 


• — Ap n z 


-P—i 


Die Summationen 2 sind hier erstreckt über p — 1 , 2, 3, oo. 

In den drei Ausdrücken (17) sind die Coeflicienten von z~ f fol- 


gende: 

A*+e- 1 

■4 n ~ 1 
A P 

(17. «) 

l»+p+* 

A p ”+' 


( P 1) A„-f_p_i 

A" p - 1 


Diese CoefTicienten nun müssen, falls jene Ausdrücke (17) der 
Relation 


. 2 dChjz) = o”->(z) — 0 ” + '{z) 

genügen sollen, von solcher Beschaffenheit sein, dass 

(16) — 2(p — 1) In+p-iA" p '- l =k„ +p _ l A l ,"- i — l„ +r+x Ap n + l 


ist. Die Indices der drei A (nämlich n + p — 1 und n -j- p + 1) 
sind entweder beide gerade oder beide ungerade, die Grössen A 
selber also von gleichem Werth; so dass die zu erfüllende Glei- 
chung sich reducirt auf: 

(17) — 2 (p — 1) A'p-, = Ap*~ l — Ap"+t. 

Dass diese nun aber wirklich erfüllt wird, zeigt sich augenblick- 
lich , wenn man für die A ihre Wertlie (Seite 14) substituirt. 

Von Bessel selber wurde bereits eine Relation entdeckt, wich- 
tig für eine recurrirendc Berechnung der Functionen J. 
Er fand nämlich: 
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Krater Abschnitt. 


Für jedes beliebige n ( ausgenommen n = 0) ist 
(18) * /"(*) = /->(**) + 

eine Relation, welche, auf den Fall n = 0 schon desshalb nicht an- 
wendbar ist, weil J~ l {z) ohne Definition geblieben ist. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes kann man sich, mit Zu- 
grundelegung der Formel (15), durch eine einfache Rechnung 
leicht überzeugen. 

Sublrahirt inan von der Relation (18) die in (14. a) aufge- 
stellte Relation: 

2 ' J "Q = J— i (z) - /»+■(*), 

so ergiebt sich: 

(19) " ■'•(*) - 8J ^ = ■/*+■«. . 

Diese letztere Relation hat vor den früheren den Vorzug, dass 
sie nicht allein für n > 0 gilt, sondern auch noch gültig ist für 
n = 0. Denn für » = 0 verwandelt sie sich in 

da«) . - = '•(*). 

eine Formel, welche identisch ist mit (14. b). Somit können wir 
folgenden Satz hinslellen. 

Für jedes beliebige n (inclusive n — 0) ist; 

(20) J'‘ + ' (.-) = '' J"{z) — 

eine Relation , welche je zwei aufeinanderfolgende der Functionen J 
miteinander verbindet. 

Rei den Functionen 0 Eigenschaften zu entdecken, welche 
denen in (18) und (20) analog wären, ist mir nicht gelungen. 
Die in diesem § angegebenen Relationen sind für die Bessel'schen 
Functionen erster Art, nämlich für die J, schon von ßessel sel- 
ber abgeleitet worden*), und zwar mit Hülfe einer Methode von 
bemerkenswerther Einfachheit, welche hier kurz angegeben wer- 
den mag. Die Formel (Seite 6): 

1t 

J " M = — J cos (nto — z sin m) d w 

0 

*) 1. c. Beite 31 und 34. 
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verwandelt sich, wenn man zur Abkürzung 

(21) U — na — z sin co 
setzt, in: 

n 

(22) J m \z) — i j cos U cito. 

o 

Gleichzeitig wird alsdann: 

Jl 

(23) _/"-*(?) = ~ l cos (0 — ca) da. 


(24) 


n 

/" + > (;) — cos + “) ' lo 


Nun ist, wenn man z als constant, und nur <a als variabel an- 
sieht (nacii 21): 

d sin U = cos U dU = cos U (»da — i cos co da), 
und wenn man nun nach co inlegrirt zwischen 0 und jr: 

tu— /* n ft 

£sin U J = « ./ cos Uda — z j cos V cos a da. 

ia—0 ü 0 

Diese Gleichung verwandelt sich mit Itücksicht auf (21) und (22) in. 

• Jl 

0 = n Jt J" (z) — r J cos V cos a da , 

0 

und liefert daher: 

n 

(25) 1 / cos U cos a da = y J* (;). 

Nun ist allgemein: 

2 cos U cos a = cos ( U — co) + cos (U -f co) , 

mithin: 

Ä ft 

— j cos U cos ca da = / ^cos ( U — ca) + cos (17 -j- a)jda. 

o « 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (23), (24), (25): 

( 26 ) J“(z) = /"“*(*) + -Z” + *(-)• 
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Zweiter Abschnitt. 


Ferner ergiebt sich durch Differentiation der Formel (22) 

nach 




/sin ü si 


sin co du. 


oder, was dasselbe ist: 


2 /(cos(ü — <a) — cos(P+ °>)^ du, 

also mit Rücksicht auf (23), (24): 

2—1^ = J '~ >(*) — J n+ ' (.’)• 


(27) 


Die Formeln (26) und (27) sind aber identisch mit den in (14) 
und (18) aufgestellten Relationen. 

Ein noch anderer Weg zur Umleitung dieser Relationen ist 
von Anger*) eingeschlagen. Anger geht aus von den (Seite 7 
angegebenen) Entwicklungen der Ausdrücke cos (z sin u) und 
sin (z sin o>). 


Zweiter Abschnitt. 

Entwicklung nach Bessel’schen Functionen. 

§ 11. Convergenz gewisser Reihen, deren Gliedor durch 
Bessel’sche Functionen ausgedrückt sind. 


( 1 ) 


( 2 ) 


Wir bezeichnen mit fl«° und fl?« folgende Reihen 

R m = "If*„ /»(*) 0"(y), 

«=o 


RPi 


— ” = y d* °" ! » ] 


«—0 


dxP 


dyt 


und werden untersuchen, wie die Argumente x, y beschaffen 
sein müssen, damit diese Reihen convergcnl sind. 


*) Anger: „Untersuchungen über die Functionen ■/*, mit Anwen- 
dungen anf das Kepler’nche Problem. 1 ' Danzig. 1855. Seite 2 — 5. 
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Wir beginnen mit der Ableitung eines Hütfssalzes. Ist eine 
Funrlion f(z) auf der i Ebene eindeutig und stetig innerhalb eines 
beliebig gegebenen Kreises, und* ist c irgend ein Puncl inner- 
halb dieses Kreises, so wird nach der Cauchy'schcn Formel 
(Seite 1) 



sein, wo die Integration positiv hinerstreckt zu denken ist um 
den Kreis. Hieraus folgt durch p malige Differentiation nach c: 


drf(c) _ Tip /*/■(:) dz 
der 'ZniJ •(:-e)F+i' 


Zum Puncle c wollen wir gegenwärtig den Mittel puncl des 
gegebenen Kreises nehmen. Setzen wir gleichzeitig, was die 
Randpuncte r anbelangt: 

* C = QC' 9 , 


mithin 


dz — Qc'^idfr, 


wo ? den Radius des Kreises repräsenlirt, so verwandeln sich 
die Formeln (3), (4) in folgende: 


( 5 ) 

( 6 ) 


= k fn*)**- 


drf(c) Tip 

der 


Mit Hülfe des bekannten Satzes, dass der Modul einer Summe 
kleiner ist, als die Summe der Moduln: 


mod (« + » + >» + •••) < mod u -f- mod v + mod m + • • • •, 
ergiebt sich nun aus der Formel (6) : 

mod dJ £r < 5 2 * J mod (/"(*) er- f *d&y 

oder weil mod e~?'^ — 1, und mo? rftf = d& ist: 


(7 ) mod < ^ ~ J mod f(z) ■ d». 

Repräsenlirt die Constante M den grössten Werth, welchen 
mod f (z) innerhalb des gegebenen Kreises besitzt, so wird die 
rechte Seite der vorstehenden Formel, wenn man mod f{z) durch 
jene Constante M ersetzt, noch weiter vergrössert werden. Uni 
so mehr also wird 
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Zweiter Abschnitt. 




( 8 ) 


moc 


§?/w 

dev 


seiu. Also: 


n„ 

Ql' 



d. i. < 


n„ 

pr 


.V 


Ist f(x) innerhalb eines um den Puncl c mit dem Radius g be- 
schriebenen Kreises eindeutig und stetig, und ist M das Maximum 
ihres Moduls innerhalb des Kreises, so ist jederzeit 

(9) moc fP J [C) < n " M. 

' ' der qs 

Dieser Salz wurde schon von Cauchy aufgestellt*). 

Wenn ich die ilegründung eines schon bekannten Satzes hier von 
Neuem dargelcgt habe, so ist es nur geschehen, um die unbe- 
dingte Zuverlässigkeit desjenigen Fundamentes vor Augen 
zu führen, auf welches die nachfolgende Untersuchung basirt 
sein wird. 

Sind x, y zwei beliebig gegebene complexe Grössen, also 
irgend zwei gegebene I’unctc auf der ; Ebene, so sind (Seite 
5 und 15) die Bessel’scheu Functionen J”(x), Ü”(y) dargestellt 
durch die Formeln: 


J" (x) ■■ 


x" / . x* . x 4 \ 

y ^ 1 2 • Sn-j-2 ' 2 12n + 2 2n+t int.J, 


(10) 


*’O m {y)=~ +l (l + + 2'4-2n— 2-2n— 4 + fin ) ’ 

Hier steht N zur Abkürzung für die Zahl 2" 17«. Die rechte Seile 
der ersten Formel repräsenlirt eine ins Unendliche fortschrei- 
tende Reihe, die der zweiten Formel hingegen einen Ausdruck, 
der bei einem gewissen Gliede abzubrechen ist. Solches soll 
angedeutet werden durch die zugesetzten inf. und (in. 

Mit Rücksicht auf den Satz , dass der Modul der Summe klei- 
ner ist als die Summe der Moduln, ergiebt sich nun aus (10): 

moc) J- (xj <"J (1 + o + iiä^.ö+4 + inf ‘ ) ’ 


( 11 ) 


wröf -^(y)<^i(l + 2 ^ + i^-2-2^4 + ,in ' ) ' 


*) Briot et Bouquet: Th. des fonction« doubl, periodiques. Paris 
1859. Seite 44. 
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wo a den Modul von x, und ß den von y repräsentirt. Die 
rechten Seiten dieser Formeln werden, wenn man die in den 
einzelnen Gliedern vorhandenen Nenner verkleinert, noch wei- 
ter vergrössert. Um so mehr ist also: 

mod J n (x) < ^1 + “ + + j “ 3 + inf. y 

( 12 ) 

mode n O'(y) <. ^ (l + ^ ^ + fin. 

In der zweiten Formel endlich wird der Ausdruck rechts gegen- 
wärtig noch weiter vergrössert werden, wenu man seine Glieder 
nicht ahhrechen, sondern (ebenso wie die in der ersten Formel) 
ins Unendliche forllaufen lässt. Hierdurch ergiebt sich : 


(13) 


mod J" Ix) < 


a » 

iV 




modc n O’(y) < eW. 


Wir beschreiben auf der z Ebene um jeden der beiden ge- 
gebenen Puncte x, y einen Kreis vom Itadius p. Innerhalb des 
einen Kreises sind alsdann das Maximum und Minimum von mod z 
repräsentirt durch a + p und a — p. Desgleichen sind das 
Maximum und Minimum von mod z innerhalb des andern Kreises 
repräsentirt durch ß + p und ß — p. Zufolge der Formeln (13) 
wird daher das Maximum von mod J’[z) innerhalb des um x be- 
schriebenen Kreises kleiner sein als 


e (a+e)(o + e); 


und andererseits das Maximum von mod e„ O n (z) innerhalb des 
um y beschriebenen Kreises kleiner sein als 

y eW+vW+vl 

( ß - 9 )’+ 1 

Hieraus aber folgt durch Benutzung des vorangestellten llülfs- 
satzes (9) augenblicklich: 

,noc < ~ p ' a \ g] - c («+?K-+e), 

oxP pe Ar 

(14) 

An flm r..\ TT V 


II, 1 

6 " cyi < p* (0~p)'-H 
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Zweiter Abschnitt. 


Anwendbar ist indessen jener llülfssatz nur aut' Functionen, welche 
innerhalb des gerade betrachteten Kreises eindeutig und stetig 
sind. Für die Gültigkeit der ersten Formel (14) resullirl hier- 
aus keinerlei Beschränkung; denn die Function J" (;) ist auf der 
z Ebene allenthalben eindeutig und stetig (Seile 17). Die 
Function 0" (z) hingegen ist auf der * Ebene unstetig im Puncte 
0; die zweite Formel (14) wird demnach nur dann gültig sein, 
wenn der um y beschriebene Kreis jenen Unstetigkeitspuncl 0 
nicht in sich enthält. 

Bisher waren die Puncte x, y auf der z Ebene beliebig 
gegeben gedacht. Fortan wollen wir annehmen, der Punct x 
liege dem Anfangspunct 0 näher als der Punct y, also anneh- 
men, dass mod x < mod y, oder (was dasselbe ist) dass 

(15) « < ß 

sei. Gleichzeitig mag der Radius p der inn x und y beschrie- 
benen Kreise so gewählt gedacht werden, dass 

(16) a + q < ß — q 

ist, was dadurch zu erreichen ist, dass man p kleiner als ^ - ° 
macht. 

Denken wir uus also durch die 
Puncte .t und z zwei concentrische 
Kreise gelegt, deren Millelpunct in 
0 liegt, so wird (nach 15 ) x auf 
dem kleineren, y auf dem grös- 
seren Kreise liegen. Denken wir 
uns ferner einen dritten concentri- 
schen Kreis, welcher zwischen jenen 
beiden liegt, und von jenen gleich 
weitentfernt ist, so wird dieser dritte 
Kreis (zufolge 16) von den beiden 
kleineren Kreisen, welche um x 
und y mit dem Radius p beschrieben sind, weder geschnitten 
noch berührt werden. Der kleine Kreis um y kann unter die- 
sen Umständen den Punct 0 nicht in sich enthalten, so dass 
also der Anwendung der Formeln (14) auf den vorlie- 
genden Fall keinerlei Hinderniss entgegensteht. 

Mulliplicirt man die beiden Formeln (13) mit einander, und 
summirt man das so erhaltene Product über die Zahlen 
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n = 0, 1, 2, 3 oc, so erliäll man: 


(17) 


H mod ( e n J n (.r) 0 n (y) ) < 
»=0 \ / 


«=» 

v 

WT3.0 


a n 

p»+i - 


Zufolge (15) ist die Reihe rechts convergent, die Reihe links also 
ebenfalls. Hieraus aber folgt sofort, dass die in (1) zur Unter- 
suchung vorgclegtc, mit A°° bezeichn eie Reihe ebenfalls 
convergenl ist. Denn es ist ein bekannter Salz, dass eine 
gegebene Reihe jederzeit convergircn muss, wenn feststeht, dass 
die ihr entsprechende Modulreihe convergirt. 

Multiplicirt man ferner die beiden Formeln (14 miteinander, 
und summirt sodann wieder über n—O, 1, 2, 3. • • • oo, so 
ergtebt sich: 


(18) 


»=» 

E mod 

n.Q 


dxP ( u‘i ) 


^ «p+1 ' (ß—v)"+‘ 

Zufolge (16) ist die Reihe rechts convergenl, die Reihe links also 
ebenfalls. Somit ergiebt sich, dass die in (2j mit H‘"> bezeich- 
nete Reihe ebenfalls conrergeut sein muss. 

So lange also a < ß, d. i. mod x < mod y ist, sind die 
Reihen Ä 00 und Rfi jederzeit convergcnt, ihre Werthc also ste- 
tige Functionen von x, y. Als solche mögen sie. bezeichnet 
werden mit R““ ix, y) und RP? [x , y). 

Wir betrachten die beiden Functionen: 

(19) ft 00 (x, y) — E £„ J"(x) 0" (y) , 

(20) fi' 0 (x, y) = E £„ 8 - ^ 0" (y) , 

immer unter der Voraussetzung, dass mod x < mod y ist. Da 
ft 00 {x, y) eine stetige F'unclion von x, y ist, so gilt Gleiches 
auch von ihren Ableitungen, z. R. von 

l21 t>/P» (x. y) * 

Sind also a: und y gegeben (der Bedingung mod x < mod y ent- 
sprechend), so werden die Ausdrücke (19), (20), (21) bestimmte 
endliche Werlhe besitzen. 

Aus (19) folgt unmittelbar: 

(22) — fl°° (j. y) __ £ J " (x+>>) — J*(x) qi^i 
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Zweiter Abschnitt. 


wie klein die Grösse h auch gewählt werden mag. Durch Ver- 
kleinerung von h können wir aber den Ausdruck links beliebig 
nabe an die feste Grenze (21), und den Ausdruck rechts be- 
liebig nahe an die feste Grenze (20) berankringen. Daraus 
folgt, dass diese beiden Grenzen untereinander identisch sind, 
dass also 


(23) 


o /f°o ix, */) 

(X 


* 10 (*, y ) 


ist. Ebenso wird sich nachweisen lassen, dass 


(24) 


d flW (x, ;/) 

(U 


R 01 (*. y) 


sein muss. Und durch weitere Fortsetzung des angegebenen Ver- 
fahrens wird man, wie leicht zu übersehen, linden, dass allge- 
mein 


(25) 


cr-W/f«« (,r. j) ^ Rf1 , 

txP f y f l ' 91 


ist. Die erhaltenen Resultate lassen sich folgendermassen zusam- 
menfassen. 


Sind x, y zwei eomplexe, der Beschränkung mod x < mod y 
unterworfene Variable , und p, q beliebige Zahlen, so sind die Reihen 


2.’ f„ J"(x) 0" (y ) , 

n — ö 

(26) • 

c»(x) dl O* (y ) 
„=« " dxv f y q 


jederzeit con verg ent, ihre Werlhe also stetige Functionen von 
x, y. Von diesen beiden stetigen Functionen kann die letztere da- 
durch erhalten werden, dass man die erstcre pmal nach x und qmal 
nach y di ff erenzirl. 


§ 12. Fortsetzung. Summation der betrachteten Reihen. 

(lallen wir nach wie vor an der Beschränkung fest: mod x 
< mod y, und setzen wir: 

(27 a.) f = Tt n J’(x)0’(y). 

0 

oder kürzer ausgedrückl: 

(276.) f =s IT t n J" 0* , 

n = 0 
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so wird f eine stetige Function von x, y sein. Gleichzeitig 
werden alsdann, ebenfalls auf Grund des vorhergehenden Satzes, 
die Gleichungen stattfinden: 


(28) 


fr 

<x 

fr 

in 


”= x , (tjH 

£ t m o- 

<1=0 


fx 


£ t„J " 

nz 0 


t 0” 

fy 


Nach den recurrirenden Eigenschaften der Bessel'schen Func- 
tionen (Seite 20 ) und mit Rücksicht auf die eigcnthilmlichen 
Werthe der Constanten e: 

. . — 9 




ist aber 


(29; 


rJ » 


< fr 
<y 


= — 


= — 0 ', 


und ferner für jedes von 0 verschiedene n : 

Sj /* 

i„ V- — J'-' — /*+', 
(30) 


f. d0 " = 0— - 0«+'. 

cy 

Substituirt man diese Werthe (29), (30) in die Formeln (28), so 
df 

erhält man für die Reihe : . 

ox 

— rfip + o'(J°—P) + o 7 (J'—J 3 ) + 0*(P— j*) + 

ff 

und andererseits für . die Reihe- 

fy 

— PO' + J'{0° — <?-) -F J 2 (0' — 0 3 ) + p[ffi—(ß) + 


Diese beiden Reihen bestehen, wie man sofort bemerken 
wird, aus genau denselben Gliedern, nur mit dem Unter- 
schiede, dass die Anordnung eine etwas verschiedene ist, und 
dass die Vorzeichen entgegengesetzt sind. Somit ergiebl sich 

ff . ff 

dx " r öy 


(31) 


= 0. 


Aus dieser partiellen Differential -Gleichung folgt sofort, dass die 
Function f nur von dein einen Argument y — x abhängen kann, 
also zu bezeichnen ist mit f(y — x). 
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Zweiter Abschnitt. 


Die Formel (27) kann demnach gegenwärtig so geschrieben 
werden : 

(32) f [y — x) = £ €„ J"(x) O n [y). 

H —0 

Die festgesetzte Beschränkung mod x < mod y erlaubt, x gleich 
ü zu setzen. Nach der Definition der Bessel’schen Functionen 
(Seite 5) ist aber 

f> (0) = 1, J' (0) = J 1 (0) = P (0) = 0. 

Für den Specialfall x = 0 geht unsere Formel (32) demnach 
über in: . 

fiy) — h <>°{y). 

oder, weil c 0 = l, und (fl (y) = — ist (Seite 14), in: 

(33) A(.v)= ‘ • 

Diese für ein beliebiges y erhaltene Gleichung bleibt richtig, 
wenn man dem y irgend welche Werlhc, z. B. den Werth y— x 
heilegt. Hierdurch aber ergiebt sich : 

(34) f{y - x)== ±~. 

Suhstituirt man diesen für f \y — x) gefundenen Ausdruck in (32), 
so gelangt man zu folgendem wichtigen Satz: 

Sind x, y complexe, der Bedingung mod x < mod y unterwor- 
fene Variable, so kann der Bruch , 1 in folgende Reihe entwickelt 
werden : 

1 n—Xj 

(35) = £ e„ J”{x) 0*[y). 

v x „=0 

Biese Entwicklung wird nämlich , so lange die Bedingung mod x < 
mod y erfüllt ist , jederzeit gültig*) sein. 

Gleiches gilt von allen denjenigen Entwicklungen , die aus der 
vorstehenden Formel erhalten werden durch (beliebig oft wiederhol- 
tes) Biffcrenziren nach x und y. 

Der hier angehängte Zusatz ergiebt sich unmittelbar durch 
Benutzung des vorhergehenden Salzes (Seite 30). 

Aus dem eben erhaltenen Resultat (35) ersehen wir, dass die 
Functionen 0 in der Thal derjenigen Anforderung entsprechen, 


*) Siche die Randbemerkung auf Seite 4. 
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welche ursprünglich (Seite 9) an sie gestellt wurde, und welche 
damals auf einem sehr hypothetischen Wege zu ihrer Entdeckung 
hinleitete. 


§ 13. Entwicklung nach Bcssel’schen Functionen 
erster Art. 


Auf der z Ebene mag ein Kreis beschrieben sein um den 
Punct 0, und f[z) mag eine beliebig gegebene Function sein, 
welche innerhalb dieses Kreises eindeutig und stetig ist. Be- 
zeichnet man die Randpuncte des Kreises mit r, und irgend einen 
l’unct in seinem Innern mit c, so ist nach der Cauchy’scheu 
Formel (Seite 1): 

<w . zw-i 

die Integration positiv hinerstreckt um den Kreis. Nach dem 
vorhergehenden Satz und mit Rücksicht darauf, dass mod c < 
mod z ist, erhalten wir: 

(2) rb = J°(c) + f, 0'(z) J' (c) + * s 0’{z) P[c)+ 

Die Bedingung mod c < mod z wird, weil z ein Punct am 
Rande des Kreises ist, erfüllt sein, so lange c innerhalb des 
Kreises bleibt (und nicht etwa hart an den Rand rückt). So 
lange also c innerhalb des Kreises sich befindet, wird die vor- 
stehende Entwicklung (2) gültig sein. 

Substituirt man den durch diese Entwicklung dargebotenen 

Werth von in die Formel (1), so erhält man: 

z — c ' ' 


(3) f{c) — a 0 J°(c) + «i J'(c) + ct 2 f 1 (c) + , 

wo die Coefficienten a folgende Werthe haben: 

( 4 ) «. = b f m o*[z)dz, 

die Integration positiv hinerstrcckt um den gegebenen Kreis. 

Dass diese Entwicklung (3) gültig ist, so lange c innerhalb 
des gegebenen Kreises bleibt, unterliegt keinem Zweifel. Denn 
die in diesem Falle vorhandene Gültigkeit der Reihe (2) muss 
sich, wie leicht zu übersehen, übertragen auf die Reihe (3). 
Differenzirt man die Formel (3) pmal nach c, so ergiebt sich: 


(•p J ® (<•) 


cp J' (c) 


CP J* (c) 


Neu mann, Theorie d. Boas ersehen Functionen. 


3 
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Zweiter Abschnitt. 


Fr <i glich ist indessen, ob die so erhaltene Entwicklung des 
p ,c " Differential-Quotienten von f[e) eine gültige ist. 

Die Formeln (1) und (2) können (was hei der einen unmit- 
telbar evident, hei der andern eine Folge des vorhergehenden 
Satzes ist) beliebig oft nach c differenzirt werden, ohne dadurch 
in ihrer Gültigkeit beeinträchtigt zu werden. Bei p maliger Diffe- 
rentiation ergieht sich: 

, r , tr r(c) = iip r J{z) Hz 

' ; (cP 2* i j (: — r)P-H ' 


( 7 ) 


n » — ( o»m . t 0 i ( ] frJ'je) , 


<cP 


?cP 


Hieraus aber' folgt, wenn man in der ersten Formel für — r - - 

(: — C;P+ l 

denjenigen Werth substituirt, welchen die zweite darbietel: 

ia\ dPf(e) o dPJ°(c) , o (PJ'(c) 

( 8 ) ~lü*~ ßü —dcir +ß '~d* - + ’ 


wo die Coefficienlen ß folgende Werlhe besitzen: 

(9) ß« = j rv) o- (z) dz. 

Die hier erhaltene Entwicklung (8) bleibt (ebenso wie die For- 
meln (G), (7), aus welchen sie entsprungen ist) gültig, so lange 
der Punct c im Innern des gegebenen Kreises liegt. Diese Ent- 
wicklung aber ist identisch mit der in (5), denn die Coefflcienlen 
ß in (9) sind identisch mit den Coefficicnten a in (4). Hiermit 
ist die vorhin angeregte Frage erledigt. 

Wir können die Resultate unserer Untersuchung so zusam- 
menfassen (den Buchstaben : ersetzen wir dabei durch c). 

Für jede Function f (*), welche innerhalb eines Kreises mit dem 
Mittel punct 0 eindeutig und stetig bleibt , exislirt eine Entwicklung : 

(10) f(z) = (z) + J' (z) + a 2 S*(z) + , 

welche gültig ist für alle Funde innerhalb des Kreises. 

Die Coefficicnten « finden ihre Bestimmung durch die Formel 

(11) «„ = J f(z) 0"(z)dz, 

die Integration positiv hincrslreckt um den Kreis. 

Jede solche Entwicklung (10) kann, ohne Beeinträchtigung ihres 
Gültigkeits-Gebietes , beliebig oft nach z di/ferenzirt werden. 
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Sobald die Existenz einer gültigen Entwicklung von der 
Form (10) einmal nachgewiesen ist, kann man übrigens zu den 
Wertlien der Coefficienlen a auch dadurch gelangen, dass man 
die Integral-Eigenschaften der liessel'sclien Functio- 
nen (Seite 19) in Anwendung bringt. Dieses Verfahren führt 
augenblicklich zu den in (11) bereits hingestellten Werthen, führt 
aber ausserdem (wie leicht zu übersehen ist) noch zu zwei Be- 
merkungen. Erstens ergiebt sich nämlich , dass die bei Berech- 
nung der er auszuführende Integration (11) hinerstreckt werden 
kann über eine beliebige geschlossene Curve, welche in- 
nerhalb des gegebenen Kreises liegt , und ein den Punct 0 ent- 
haltendes Gebiet umgrenzt. Zweitens ergiebt sich, dass eilte 
Entwicklung von der Form (10) bei jeder gegebenen Function 
f(z) immer nur auf einerlei Art bewerkstelligt werden kann. 

§ 14. Entwicklung nach Differential -Quotienten der 
Bessel’schen Functionen erster Art. 

Es sei wiederum ein Kreis gegeben , der in der c Ebene um 
den Punct 0 herumläuft. Ist f{z) oder f innerhalb des Kreises 
eindeutig und stetig, so repräsenlirt das vom Puncte 0 in belie- 
biger Balm fortgehende, in seiner Bewegung jedoch auf den ge- 
gebenen Kreis beschränkte Integral 

<p = J ftlz 
0 

eine von i abhängehde Function, welche ebenfalls innerhalb des 
Kreises überall eindeutig und stetig ist*). Nun ist ’?=/'. Dem- 
gemäss können wir uns auch so ausdrücken. Ist f innerhalb des 
Kreises eindeutig und stetig, so cxistirl jederzeit eine andere, 
mit denselben Eigenschaften behaftete Function cp, welche zu f 
in der Beziehung steht ' ^ = f. Nehmen wir nun cp statt f, so 
ergiebt sich die Existenz einer dritten mit jenen Eigenschaften 
behafteten Function rp, welche zu cp in der Beziehung stellt 
'/f = cp, u. s. w. Demgemäss gelangen wir zu folgendem Satz. 


*) Vergl. meine 
tegrale 44 Seite 335. 


„Vorlesungen über Ricnmnii’« Th. <ler Abclschcn In 
. 3 * 
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Zweiter Abschnitt. 


Ist die Function f (z) innerhalb des gegebenen Kreises eindeutig 
und stetig, so exislirt jederzeit eine andere mit denselben Eigenschaf- 
ten behaftete Function F (z), welche zu jener in der Beziehung steht : 

( 12 ) 

Durch Anwendung des vorhergehenden Satzes (Seile 34) auf 
die neue Function F(z) erhalten wir eine Entwicklung 

(13) F(z) = * 0 J°(z) + «, J< (z) + a 2 P(z) + , 

welche gültig ist für alle Puncte z des gegebenen Kreises, und 
welche in ihrer Gültigkeit keine Beeinträchtigung erleidet durch 
beliebig oft wiederholtes Differenziren. Demnach gelaugen wir 
durch p malige Differentiation zu einer Formel: 


(14) 


f( ,\ _ 

' ( ' dir 


der(z) 


- +o. 

-v 1 1 


PpF(z) 


dp 


OzP 


H + 


durch welche die ursprüngliche Function /*(z) in gültiger 
Weise entwickelt wird nach den p' ra Differential -Quotienten der 
Bessel' sehen Functionen. Wir haben somit folgenden Satz: 

Versteht man unter p eine beliebig gegebene positive ganze Zahl, 
so wird für jede Function f(z), welche, innerhalb eines Kreises mit 
dem Mittel punct 0 eindeutig und stetig bleibt , eine Entwicklung exi- 
sliren : 

,, , dpj°(z), ßpJHz). drj*( z) . 

(15) f{z) = « 0 - dip - + «*, -£jr‘ + «, - + , 

welche, gültig ist für alle Functe innerhalb des Kreises. *) 


§ 15. Entwicklung nach Bessel’schen Functionen erster 
und zweiter Art. 

Auf der z Ebene sei gegeben eine ringförmige Fläche, be- 
grenzt von zwei concentrischcn Kreisen, deren Mittelpunct iu 0 


*) Auf Grund der Seite i angegebenen Sätze, namentlich auch auf 
Grund des Thome'schen Satzes, und durch Benutzung einer Methode, die 
vollständig analog ist der eben angewendeten, gelangt man zu einem ähn- 
lichen Satz in Betreff der Kugclfunctionen, welcher so lautet: 

Versieht man unter p eine beliebig gegebene positive ganze "'Zahl, so 
wird für jede Function f(z) , welche eindeutig und stetig bleibt innerhalb 
einer Ellipse mit den Brennpunclen z— + 1, eine Entwicklung e.r ist Iren • 

+ , 

welche gültig ist für alle Puncte im Innern der Ellipse, und in welcher die 
a constante Coefficienlen sind. 
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liegt; ferner sei f(z) eine beliebig gegebene Function , welche auf 
dieser Fläche überall eindeutig und stetig ist. Ist c irgend ein 
zu der Fläche gehöriger Punct, so erhalten wir (Seite 1): 


(1) 


f(c) 



oder in genauerer Darstellung: 


wo die Integrationen ain Rande der Fläche in positiver Richtung 
hinlaufen, die erste am äussern, die zweite am innern Rande 
(wie solches angedeutet wird durch die Suffixe a und i). Die 
Richtungen der beiden Integrationen sind daher (vergl. die Aus- 
einandersetzung auf Seite 1) untereinander entgegenge- 
setzt. Um beide Richtungen untereinander gleichlau- 
fend zu machen, ändern wir bei dem zweiten Integral das 
Vorzeichen. Diese Aenderung des Vorzeichens bewerkstelligen wir 
dadurch, dass wir in jenem zweiten Integral den Nenner z — c 
umändern in c — z, und erhalten alsdann: 


(3) 



a 


+ 


r f{z) dz 

■2ni J c-z 


Die erste Integration geht nun nach wie vor am äussern 
Rande positiv herum; und die zweite am innern Rande ist mit 
der ersten gleichlaufend. Kürzer ausgedrückt : Beide Inte- 
grationen in (3) laufen positiv herum um den Punct 0. *) 
Für das erste Integral in (3) ist mod c < mod z, also (zu- 
folge des Satzes Seite 32): 

(4) ~r e = I, 0°W j°(c) + «, 0' (z)/i(c) + t, 0*(*) J-(C) +.... 


Für das zweite Integral hingegen ist mod z < mode, mit- 
hin (zufolge eben desselben Satzes): 

(5) ~ — *0 J° M o» (c) + f, (z) 0‘ (c) (z) 0*(c) + 


*) Betrachtet man einen Pnnct ala eine anendlich kleine Kreisfläche, 
so wird eine (in grösserer oder geringerer Entfernung) um den Pnnct lau- 
fende Bewegung positiv genannt, sobald sie in gleichem Sinno stattfindet 
mit einer positiven Umlaufung jener kleinen Kreisfläche. Vergl. meine 
„Vorlesungen“ Seite 72. 
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Zweiter Abschnitt. 


Durch Substitution dieser Entwicklungen (4), (5) in die For- 
mel (3) ergiebt sich: 

(ö) f[c) = a 0 f>(c) + «i J l (e) + P{c) + • • • • 

+ ßoO'(c) + ß { 0'(e) + ß,0'(c) + , 

wo die Coefficienten a, ß l'olgcndc Werllie haben: 

(?) w*- frwtfdz, 

■i *i 

die Integrationen ebenso biucrstrcckt, wie bei (3) angegeben. 

Die Entwicklungen (4), (5) sind (Satz Seite 32) jederzeit 
gültig, so lange c im Innern der gegebenen ringförmigen Fläche 
bleibt (und nicht etwa hart heranrückt an ihren äussern oder 
innern Hand). Gleiches gilt daher auch von der Entwicklung (6). 
Ausserdem ist zu bemerken , dass diese Entwicklung (6) bei wie- 
derholter Differentiation nach c in ihrer Gültigkeit nicht beein- 
trächtigt wird, wie sich solches leicht durch eine Betrachtung 
erweisen lässt, ähnlich derjenigen auf Seite 34. Wir gelangen 
somit zu folgendem Satz: 

Für jede Function f (z), welche eindeutig und stetig ist auf 
einer von zwei eoncentrischen Freisen mit dem Mittclpunct 0 be- 
grenzten ringförmigen Flüche existirt eine Entwicklung : 

(8) f (z) = a 0 jo (*] -(- * , J' (z) + «, /» (r) - b 

+ ßoO°(z) +ß t <*(*) + ft ö*(*) + 

welche gültig ist für alte Puncte jener ringförmigen Flüche. 

Die Coefficienten a, ß finden ihre Bestimmung durch die For- 
meln : 

W *=£/«•>«■(')*• ß-=n 

a 

wo die Integrationen , am äussern und innern Bande der Fläche hin- 
laufcnd, eine positive Bewegung haben um den Punct 0. 

Jede solche Entwicklung (8) kann , ohne Beeinträchtigung ihres 
Gültigkeits-Gebietes , beliebig oft nach z diffcrcnzirl werden. 

Die Formeln (9) sind eigentlich überflüssig. Denn sobald die 
Existenz der Entwicklung (8) nachgewiesen ist, kann man die in 
ihr enthaltenen Coefficienten «, ß unmittelbar bestimmen durch 
Anwendung der Integral-Eigenschaften der Bessel’schen 
Functionen (Seite 19). Hei dieser Methode der Coefficientenbe- 


/ 


f[z)J"[z)dz. 
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Stimmung ergieht sich, (lass die Integrationen in den Formeln (9) 
nicht nothwendig gebunden sind an die beiden Itandcurvcn, dass 
sie vielmehr ebensogut auch hinerstrcckt werden können über eine 
beliebige geschlossene Curvc, welche innerhalb der gege- 
benen ringförmigen Fläche liegt und ein den i'unct 0 enthalten- 
des (Jebiet umgrenzt. Ferner ergiebl sich aus jener Methode, dass 
eine gegebene Function /'(z) in eine Reihe von der Form (8) 
immer nur auf einerlei Art entwickelt werden kann. 

§ 10. Boispielo für die Entwicklung nach Bessel’schen 
Functionen erster und zweiter Art. 

Eine positive ganze Potenz von z ist auf der z Ebene überall 
stetig, also zufolge des Satzes (Seile 34) darstellbar durch eine 
nach den J" (z) fortschreitende Reihe, welche auf der z Ebene 
allenthalben gültig bleibt. Mit Hülfe jenes Satzes gelangt 
man, was die geraden Potenzen anbetrillt, zu folgenden Re- 
sultaten : 

1 =7«(t) + 2J*(z) + 2 J*(z) + 2J<>(z) + 2JS(z)+ , 

z*==2 Enn /"( z), 

(1) z' = 2 E{n — 2) nn (n+2) J'(z), 

z 6 = 2 E(n — 4) (« — 2) nn (n+2) (n + 4) J*(z), 


wo die Summationen E hinzuerstrecken sind über die Zahlen 
>i—0, 2, 4, 6, 8, ■ • • • oo. Andererseits erhält man für die 
ungeraden Potenzen die Formeln: 
z =-2ZnJ* [:) , 

:’= 22 ; M «( i1 + 1 ) •/*(*), 

(2) z : ' = 2 E (n — 3) (« — 1) n (n + 1) (n + 3) J" (:) , 

z 7 = 2 E {n — 5) (« — 3) (n — 1) n (n + 1) [n + 3) («+5} J"[z), 


wo die Summationen E hinlaufen über n = 1, 3, 5, 7, • • • • oo. 
Diese Entwicklungen (1) und (2) sind also gültig für 
jeden beliebigen Werth von z, gültig für sämmtlichc 
Puncle der zEbenc.*) 

Eine negative ganze Potenz von z ist auf der z Ebene überall 

*) Die erste der Formeln (1) und die erste der Formeln (‘2) sind iden- 
tisch mit deu auf 8eite 7 gefundenen Formeln (6. a, b). 
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stetig, ausser im Puncte 0, und muss daher (zufolge des Satzes 
Seite 38) darstellbar sein durch eine nach den J* (z) und 0“(z) 
fortschreitende Doppelreihe , und zwar durch eine Doppelreihe, 
welche auf der z Ebene, mit Ausnahme des Punktes 0, überall 
gültig bleibt. Bestimmt man die Coeflicienten dieser Reihe durch 
die (Seite 38) gegebenen Formeln , so findet man, dass die Cocf- 
ficienten der /"(z) sämmtlich verschwinden, und dass anderer- 
seits die Coefiicienten der 0" (z) nur bis zu einem gewissen Range 
hin Wcrthe besitzen, später aber ebenfalls verschwinden. Man 
erhält daher für jede negative ganze Potenz von z ein gewisses aus 
den 0" (z) zusammengesetztes Aggregat. Setzt man zur Abkürzung 

fßi .. — r 

W 2p-Hn P n q L >">‘ 

so ergeben sich für die geraden Potenzen folgende Formeln: 

z-*=2C 01 Ö‘(z), 

z-‘=2 C„0'(z) + 2C 03 O i (z) , 

(4) s-< = 2 C n 0' (z) + 2 C n 0»( z) + 2 C oi 

z-8 = 2 C 34 0'(z) + 2 C K 0*(z) + 2 C„ 0»(z) + 2C OT 0 7 (z), 

Andererseits findet man für die ungeraden Potenzen: 

z- l '=C 00 0® (z) , 

*- s = C„ 0»(z) + 2 C 03 O l (z). 

(5) z- 5 = 0°(z) + 2C i3 0’(z) + 2 C 01 0'(z), 

• z 0® (z) + 2 C n 0 * (z) -f 2 C,. 0' (z) + 2 C 0< 0» (z), 

Am leichtesten gelangt man übrigens zu diesen Darstellungen (4), 

(5) dadurch, dass man ausgeht von der (Seite 32 gefundenen) 

Entwicklung: „ 

,L C = J”(c) 0" (z) , 

welche gültig bleibt, so lange mod c < rooS z ist. DifTcrenzirt 
man diese Formel wiederholt nach c, und setzt dann jedesmal 
c=0, so erhält man successive die Wcrthe von z— *, z ~ s , z~ 3 , 

z —i 

Als weitere Beispiele für die Entwicklung nach Bessel’schen 
Functionen mögen noch folgende Formeln angeführt werden: 
cos z = J 9 (z) — 2J*{z) + 2 J*{z) - 2/>(z) +• , 

(6) sin z == 2 J' (z) — 2/>(z) + 2 J*(z) - 2/ 7 (z) + , 

y»(c+z)= y®(c)y°(z) - 2/'( c )/ , (z) + 2^(c) y*(z) — 

- 27»(e);j»(z)+ , 
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wo in der letzten c eine beliebige Grösse rcpräseutirt. Diese 
Entwicklungen (6) sind gültig für beliebige \V e r t h e 
von z, also gültig für sämmtliche I’uncte der zEbene. 


Dritter Abschnitt. 

Die Bessel’sche Differentialgleichung. 

§ 17. Die zur Bessel’schen Function J° complomentäre 
Function Y°. 

Die Function y # (i) oder J” ist (Seite 5) eine particuläre 
Lösung der Gleichung 

dP 


(») W = + T 


+ F =53 0, 


deren linke Seile zur Abkürzung bezeichnet sein mag mit [F]. 

Es sei r n (z) oder F° die andere particuläre Lösung die- 
ser Gleichung. Um 1° zu finden, setzen wir nach bekannter 
Methode : 

( 2 ) r° = r>u, 

und erhalten dann für U die Gleichung: 

(L + _ 2 ^ *£ + * u = o 

\z + J* dz J dz ' dz* 

o (J 

Hieraus folgt, wenn man mit dividirt und integrirt: 

du 


oder: 


log * -f 2 log J° + log g- = Const. 


z J n J u 


oder, wenn man die willkübrliche Const. gleich 0 nimmt: 

dU 1 

dz zJ°J°' 

U selber ist daher dargesteilt durch das unbestimmte Integral: 


V - f zZj>- 
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Dritter Abschnitt. 


Substituirt matt diesen Werth in 
zweite particuläre Lösung 

(3) r°=y° 
Nun ist (Seite 5): 

(4) -^l-Ä + äÄ* 


( 2 ), so erhält man die gesuchte 



tlz 

zJ"J« 


.1 

2-4G-2 4-6 


+ 


Hieraus folgt: 

(5) = ~ (l + + Bz* + Cz« + ). 

wo A, B , C , ■ ■ • • Zahlen sind, die sich bei einiger Geduld leicht 
berechnen lassen, indessen kein sehr einfaches Gesetz befolgen. 
Subslituiren wir den Werth (5) in die Formel (3), so erhalten 
wir: 

( 6 . 0 ) r° = y°logr + JO (a-j- + B + C ~ + V 

oder, wenn wir den zweiten Theil dieses Ausdrucks mit T? be* 
zeichnen: 

(6.6) r° = JO löge + £0. 

£*' ist das Product zweier unendlichen Leihen, deren eine 
jo selber ist. Jede von diesen Reihen läuft fort nach positiven 
ganzen Potenzen von ;. Demnach steht zu vermulhen, dass £° 
eine Function sein werde, w elche auf der * Ebene eindeutig und 
stetig ist*). Ist solches der Fall, so muss 1? entwickelbar sein 
in eine nach den J"(z) fortschreitende Reihe (zufolge des Satzes 
Seite 34). Auch werden alsdann in dieser Entwicklung nur die 
geraden J"(z) Vorkommen können, weil jede der beiden Rei- 
hen, aus denen £? besieht, nur gerade Potenzen von z enthält. 

So werden wir dabin geführt, für die zweite particuläre Lö- 
sung Y° folgenden Ansatz zu versuchen: 

(7) F° = jo log r + a jo + ß P + yJ* + d J* + 

Zu untersuchen ist also, ob die «, ß. y , <5, • • • • der Art be- 
stimmt werden können, dass diese Reihe der Differentialgleichung 
(1) Genüge leistet, und zweitens, ob die so entstehende Reihe 
brauchbar, d. h. convcrgcnt ist. 


*) Mit Bestimmtheit lasst sich hierüber einstweilen noch nicht urthei- 
len, weil wir mit der Natur der einen in E° als Factor auftretenden Reihe 
unbekannt sind, und nicht wissen, ob dieselbe convcrgirt, oder auf wel- 
ches Gebiet ihre Convcrgenz beschrankt ist. 
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Bildet ioau den in (1) angegebenen Ausdruck 

( 8 ) OT = + ~r % + F 


für die Fuuction F — 7° log z. 
7° selber der Gleichung (1), d. 
nüge leistet, so erhält man: 

dJ° 

C'z 


(9) 


[/» löge] = 


und beachtet man dabei , dass 
. der Gleichung |7 n ] =i () Ge- 


Um ferner jenen Ausdruck [/>’] für die Function F—-J" zu 
erhalten, bemerken wir, dass diese Function (nach Seite 5) Ge- 
nüge leistet der Differential-Gleichung : 


<? ■!“ , J 

dz « * * 




Die linke Seile dieser Gleichung ist aber identisch mit [7"J. Wir 
erhallen daher: 


(10) [7-] = 7». 


Hieraus folgt für n=0: 

(11. a) [y 8 ] = o, 

und andererseits für n > 0, mit Rücksicht auf die recurriren- 
den Formeln (Seite 22): 

(11.6) [/"] = (7— ‘ + 7»+‘). 

Endlich ergiebt sich aus (9), mit Rücksicht auf die Diflerential- 
Formeln (Seile 20;: 

(U.c) [7° log. r] = - 1 7'. 


Zufolge unseres Ansatzes (7) ist 

(12) [F°]=:[7 0 logc] + «[7*] + ß[F] + y[7<] + d [7»j + • 
also mit Benutzung der in (ll.a, 6,c) gefundenen Resultate: 

m = - t + j 9 ) 

+ ^ (7 3 + J h ) 

(13) + 7 (7» + 7 7 ) 

+ 7 (J 7 + 7 !l ) 

+ 
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Soll nun 1° eine parliculäre Lösung der Differential -Gleichung 
(1) sein, also Genüge leisten der Gleichung [F°]=0, so muss 
der vorstehende Ausdruck verschwinden. Solches aber geschieht 

in der That, sobald man die CoeHicienlen ß , y, d, t, den 

Relationen 

— 2+/?=0, lß + 2y=0, 2y + 3i=0, 3d + 4r=ü, etc. etc. 
unterwirft , d. i. sobald man für jene Coefficienten folgende Werthe 
wählt: 

(14) 2=+ß = -2y = + 3d = — 4e = + 5f 

Substituirt man diese Werthe (14) in (7), so wird: 

(15) y° = J° log z + a J 0 + 

+ 2 ( r ~ l Ji + j J * - { J * + )• 

So haben wir für die zweite particuläre Lösung der vorge- 
legten Differential- Gleichung (1), durch Benutzung der Functio- 
nen eine nach einfachem Gesetz fortschreitende Reihe gefun- 
den. Dass diese Reihe stets (und zwar ziemlich stark) conver- 
girt, unterliegt keinem Zweifel. Um sich davon zu überzeugen» 
braucht man nur einen Blick auf die früher für z, z s , z 3 , 
gefundenen Entwicklungen (Seite 39) zu werfen, die nicht ab- 
nehmende, sondern wachsende ZahlencoefGcienten enthalten, und 
(wie strenge bewiesen ist) trotzdem convergent sind. 

In dem für F° erhaltenen Werth (15) ist der Coefficient a 
willkührlich geblieben, was a priori zu erwarten stand, weil die 
init ci mulliplicirte Function J° schon an und für sich eine Lö- 
sung der gegebenen Differential -Gleichung ist. Der Einfachheit 
willen setzen wir a = 0. Das so erhaltene Resultat mag, mit 
Rücksicht auf unsere ferneren Untersuchungen, folgendermassen 
formulirt werden. 


(16) 


Die beiden parliculären Lösungen der Differential - Gleichung 

&F J dF 

dz* s dz 


+ F — 0, 


sind dargestellt durch die Bessel' sehe Function 7°, und durch eine 
gewisse andere Function Y n . Diese letztere wird repräsentirt durch 
das Aggregat-. 

(17) F° = L° + E°, 

wo Z° und Lf folgende Bedeutungen haben .- 
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L° = J° logz, 

(18) 

^ = 2 (i 72 ~ i Jt + i^-T^+y 7 '*" )• 

IP ist hier dargestcllt durch eine stets convergenle Reihe , und ist da- 
her eine Function von j, welche auf der ; Ebene allenthalben ein- 
deutig und stetig bleibt.*) 

Die vollständige Lösung der Differential -Gleichung (16) 
wird lauten 

AJ° + Bl’ 0 , 

wo A, B willkührliche konstanten sind. 


§ 18. Die Function F° ausgedrückt duroh ein bestimmtes 

Integral. 

Für ein gerades n, also für n — 2p haben wir (Seite 6) ge- 
funden : 

(19) /* C °^,T iL? 1 «» 2/'" <*»• 

0 


Substituiren wir diese Werthe der Functionen J*p in die für E° 
gefundene Reihe (18): 

(20) E> = — £ LtzD? Pt, 

P =i P 

so erhalten wir: 


( 21 ) 

oder, was dasselbe ist: 
(22) E° = 


gD _ / / co» (; «in m) f £ 

’J\ “* P = t 

sselbc ist: 

n 

" = lim. C ( 008 0 ain <o) p ^? S 

“ =1 V -* p--i 


yf 2( — l)Pcos2po> 
P 


j dto. 


2 ( — a)P cos 2 pa> 
P 


^ da. 


*) Zu bemerken ist, dass L° und £° den Gleichungen 


<PF 1 

dz* i 


etF 


+ F=z± 


7 /*(*) 


Genüge leisten, wo das obere Zeichen zu nehmen ist bei E° , das untere 
bei 
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Nun ist bekanntlich: 

(23) lug (1 + 2crcos2 co -f- a 2 ) =log (1 + ae 2 "“) log (1 + ac~ iia ), 

_ 2 (— a)P cos '2pco 

P Zi P~ 

Durch Benutzung dieser Formel können wir dem Werthe von E° 
(22) folgende Gestalt geben: 

n 

(24) E° = lim. I LOä ,,n ~ log (1 + 2et cos 2» + er 2 ) dco, 

a—\J n 

ü 

oder, wenn wir die Operation lim. wirklich ausführen: 

71 * 

(25) E 0 = /* log (4 cos 2 ») clco. 

0 

Nun ist nach (18): 

L° = J u log z, 

oder wenn J° durch das bestimmte Integral (19) ausgedrückl 
w ird : 

« 

, 0 n, T n /' cos (z sin ca) , , 

(26) L° = I — log z dco. 

o 

Es ist aber ]'° — L" + A -0 . Durch Addition der Formeln 
(25), (26) ergiebt sich daher für Y ü folgender Werth: 

n 

(27) Y° = -- J cos (z sin co) log (4z cos 2 ») dco. 

o 

Andererseits ist nach (19): 

H 

(28,i J° — ^ / cos (z sin ») dco; 

o 

Die vollständige Lösung der Gleichung (16) ist. 

F=AJ° + Bl°, 

wo A, B willkührliche üoustanten sind, und nimmt daher hei 
Einsetzung der W'erthe (27), (28) folgende Form an: 

JT 

(29) F = / cos (z sin») (ä + B log (4z cos 2 ») \ dco. 

o 1 

Führt man statt A, B andere willkührliche Constantcn C, D ein, 
indem man setzt : 
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A + B log 4 _ ^ 
je 


B 


— D 


so ergiebt sich: 
(30) 


F = I cos (; sin io) ^ C + /> log (z cos 5 co) ^ 


dio. 


Somit haben wir in (27), (28) und (30) die beiden parlicu- 
lärcn und die vollständige Lösung der Differential - Gleichung 
(16) in Form bestimmter Integrale ausgedrückt. 

Zu der Formel (30) für die vollständige Lösung kann man 
übrigens auch gelangen durch Benutzung einer Untersuchung von 
Poisson. 

Poisson hat*) für die partielle Differential-Gleichung 

rPu « f(S‘u . t du\ 

Ct* = " {'-j + 7 

in welcher t, z die unabhängigen Variablen sind, und a eine 
gegebene Constante ist, folgende Lösung gefunden: 


(31) 


(32) 


* 

u= j (f(z cos ta + af) + .F(z cos ca + a t) log (zsin 3 co) j dco, 


wo f, F willkührliche Functionen sind. Nimmt man für diese 
Functionen die Function Cosinus, mulliplicirt mit willkülirlicheu 
Constanlen C, D, setzt man also (für ein beliebiges Argument x): 
f (x) = C cos x, F (ar) = D cos x , 

so erhält man an Stelle von u folgende besondere Lösung: 

Jt 

f7, = J cos ( z cos co -f- a 1 ) + D log (z sin J ta) ^ dco. 

0 

Da die Gleichung (31) nur das Quadrat von a enthält, so muss 
derselben auch dann Genüge geschehen, wenn man in V i die 
Constante a mit — a vertauscht. Bezeichnet man die so entste- 
hende Lösung mit U 2 , so ist: 

71 

Ü 2 = J cos (z cos o> — at) + D log (z sin - <a) ^ dco. 


*) Journal de l’ccolo polytechniquo. Cahier 19, Seite 227. Auch auf 
Seite 476 finden sieh hierher gehörige Bemerkungen, dio unsern Gegen- 
stand sogar noch näher betreffen, dio leider aber mit sehr störendeu 
Druckfehlern behaftet sind. 
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Da nun aber ü l und P 2 Lösungen der vorgelegten Differenlial- 
G leie Imng sind, so ist olTenbar ^ (17, + üj ebenfalls eine Lö- 
sung derselben. Bezeichnet man diese letztere mit U, so wird 


(33) 


n 

U = cos (at). J cos (r cos n>) (c + D log (z sin 1 «») J da, 


eine Formel , welche zur augenblicklichen Abkürzung so geschrie- 
ben werden mag: 


(33. a) . V = cos [at). J y («#) da. 

0 

Die Function tp (t») besitzt auf der Kreisperipherie (d. i. für die 
zwischen 0 und 2 n liegenden Argumente t») eine Wertlienreihe, 
welche, den vier Kreisquadranten entsprechend, aus vier con- 
gruenten Abschnitten besteht. Sie verhält sich iu dieser Hin- 
sicht ebenso wie etwa die Function cos 1 ca. Demzufolge hat das 
Integral f ip (ca) da, mag man nun die Integration über die bei- 
den ersten Quadranten, oder mag man sie über den zweiten 
und dritten Quadranten hinerstrecken, in beiden Fällen ein 
und denselben Werth. D. h. cs ist: 


j * H d “ = /*(' + CO ^ dco. 

i o u 

Hierdurch £elit die Formel (33.«) über in 

n 

U = cos (o/). J tp + to) da, 

o 

d. i., wenn man die eigentliche Bedeutung von ip restiluirt: 

n 

(34) U=cos[afj. J cos csin ca) + D log (i cos 2 aj ^ rfc». 

ü 

Dieser Ausdruck U leistet also der Gleichung (31) Genüge. 
Suhstituirt man denselben in jene Gleichung, so zeigt sich, dass 
der mit cos (at) multiplicirte Factor: 

ft 

(35) V = I cos (: sin a) ( C b log (z cos 5 o>) ^ da 

/ Ü 

Genüge leistet der Gleichung: 
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( 36 ) 


b'Y , i dv , v n 

& + T Tz + * =a 


Junes V ist aber behaftet mit zwei willkührlirhen Constanten C, 
/>, und ist datier die vollständige Lösung dieser Gleichung, 
oder (was dasselbe) die vollständige Lösung der Gleichung 
(16). So sind wir hier zu genau demselben Resultat gelangt, wie 
vorhin in (30) 'auf ganz andern) Wege. 


§ 19. Die Functionen J° und Y° für sehr grosse 
Argumento. 


Die Differential - Gleichung 

M Jp + T f+ kö- 

deren particuläre Lösungen J°(z) und F°(i) sind, kann (wie 
zu lihersehen) auch so dargestellt werden: 


leicht 


(37.«) ggjfo + (l + 4 4 ? ) F/z = 0. 

Sie wird daher, falls j äusserst gross wird (mithin 4 *. ( gegen I 
vernachlässigt werden kann), übergehen in: 

+ F\Tz = 0 . 

Daraus folgt, dass jede der DifTercnlial -Gleichung (37) genügende 
Function F für den Fall eines äusserst grossen z dargeslcllt sein 
wird durch die Formel: 


Ff/ z = or cos z ß sin z, 

oder: 

(38) F = — 

wo «, ß Gonstante sind. Soiclics muss also z. H. auch statlfln- 
den hei den Functionen J°(z), F°(z). Also: 

Für rin äusserst grosses z sind die H’rrthr der Functionen 
/°(i), Y° (z) dargestellt durch die Formeln: 


(39) 


,n , , A cob z 4- ß sin : 

7 w = . 


t-n v C cos :4* /) sin i 
r# (*) = • 


Noumano, Theori«’ »I. B<*A*el’«ichpn Functionen. 


4 
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wo A, B, C, B Constanle sind.*) Die Functionen J°(z), l'°(:) rer- 
schwinden daher, sobald man ihnen ein reelles Argument zurr- 
theilt, und dieses ins Unendliche antvachsen lässt. 

Für J" {:) , ()'";) ergeben sich analoge Formeln, von denen m 
(3H) nur verschieden durch andere Werlhe der Constanten A,B,C,B. 


§ 20. Die zur Besserachen Function J" complement&re 
Function }'". 

Es mögen F und C zwei Functionen von c vorstellen, welche 
den DifTercntial - Gleichungen 


( 1 ) 

( 2 ) 


+ 1 ^ 4- F = -* F, 

,’ti i de (»+»)* ,, 

dz* + = il£ + 6 — :« 6 


Genüge leisten sollen. Wir werden zunächst ein einfaches Ver- 
fahren angeben, um 0 zu ermitteln, falls F bekannt sein sollte. 
Durch die Substitutionen: 


(3) F = z« g, 

(4) C = :*+' ® 

ergeben sich Tür die adjungirten Functionen 5 uml @ fol- 
gende einfachere Gleichungen: 


(’>) 


et:* 

+ 

’Jn-f- 1 

d'ü 

dz 

+ 

5 

= U, 

(fl) 


r*© 

c'z* 

+ 

S n +3 

d® 

dz 

+ 

© 

= 0. 


Die 

Gleichung (5J 

l gehl, wenn 

mau 

sic nach : ilifferenzirt, 

über 

in: 








(5- «) 


' ,s 5 , 2» 

fi-A ^ 

+ i 

es 

+ 

f 1 A 

(Z 

= 

■2«+! 

2 * fz * 


Andererseits kann die Gleichung (G) in die Form versetzt wer- 
den : 

tM + («•) - 3 -+‘ !-6). 


Ein Blick auf die Gleichungen (ft.«) und (6.«' zeigt, dass 
eine der letztem genügende Function ® sofort gefunden werden 
kann, sobald eine der ersteren genügende Function % bekannt 


*) Die Constanten A und B sind von l’oiason (Journal de lVcole po- 
lyt. Cahier 19. Seite 354) bestimmt worden. Ka ist A — B = 

/ * 
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ist, zeigt nämlich, dass man zu diesem Zweck nur : © = ^ , oder all- 
gemeiner 

(7) * @ = k y 

zu machen braucht, wo K eine beliebige Constante sein kann. 
Wir können z. B. K — — 1 setzen , und haben dann die Formel : 

(8) ®«-t y. 

Dieser Zusammenhang zwischen den adjungirten Functio- 
nen g, & übertragt sich unmittelbar auf die primitiven Func- 
tionen F, G. Ersetzt man nämlich die in (3), (4) eingerührten 
Functionen $ und ® durch ihre eigentlichen Bedeutungen: 

5 = *— • F, 

® = G, 

so verwandelt sich die Formel (H) in : 

(9) G = -*» £ (r-i*). 
oder, was dasselbe ist, in: 

(10) G="F-tj. 

Vermittelst dieser Formel ist man also eine Lösung 
G der Gleichung (2) augenblicklich auzugehen im 
Stande, sobald eine Lösung F der Gleichung (1) be- 
kannt ist. 

Jenen Gleichungen (1), (2) wird (vergl. Seite 5) genügt durch 
die Bessel'schcn Functionen J H , •/"+'. Und zwischen diesen bei- 
den Functionen findet der in (10) angegebene Zusammenhang in 
der Thal statt; denn nach früher besprochenen Eigenschaften 
(Seite 22) ist 

(11) /*+« 

Bezeichnen wir die beiden andern partirulären Lösungen 
der Gleichungen (1), (2) mit F", F"+‘, so können wir F" +I 
ans F" ebenfalls durch Anwendung der Formel (10) ab- 
leiten. Der Zusammenhang zwischen F* und F" +1 wird als- 
dann ausgedrückt sein durch die Formel 

(12) F"+* — ” F" - C ( \ “ , 

also genau derselbe sein, wie der zwischen J" und J"+ l . 

4* 
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Von dem Werthe der Function F° (Seite 44) ausgehend, 
kann man nach dieser Formel (12) successive F 1 , F 2 , V 3 , 

F" berechnen. In solcher Weise gelangt man (allerdings auf 
etwas beschwerlichem W'cge) zu folgenden Formeln: 

l r° = i° + e°. 

F 1 = V + E\ 

(13) 


F" = L" + E N . 


(H) J 


( £° *= y° log r , 

£' = J ° + J' log r , 

. w __ ün ) 2« J° 


2*»— l 


l " ~ 2 ( ii/70 i» + (n-l)/il 


J 1 2»-* , 

-.-I + (n— 2) 7H ■*" 


(15) 


(»-2) 

-I H | -f- J" log z. 

^ infn-t) : J 

. , ... . . f‘27« 4/» . 0 J* 8y* , . \ 

K 1 — h „J + 4 | 2 ^ 4 4 + G O 8-8 1’ 

(3J* 5 J' ,7 f 9/ 9 , ,1 

Ä 1 = _*•,/'+ 4 | — - 4 „+ ß g - 8 U) + mf. 


. „ , , I (»+2)J"+ ä _ (H-4)'/’+ 4 , (»+#)> / *+* 

h. — — T -t ^ 4(2n+4) -r fir-in+O) 


inf. j . 

In (15) sind dabei unter den k folgende konstanten zu verstehen: 
k 9 = 0, k, == 1 , Ar ? = 1 + ^. k 3 = 1 + i + £• 
u. s. w. . nämlich allgemein: 


A« = 1 + + , + i + o + 


Bei dieser Berechnung sind die F" von F° aus delinirt durch 
die Formel (12). Aehnlich verhält es sich dabei mit den Func- 
tionen L", E" in Bezug auf L°, E°. Also: 

Ebenso tvie die BesscTsr.hen Functionen J" von ihrer Anfanys- 
function J" aus definirt werden können durch die Formel: 


(16.«) 


y- t : d £. 
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ebenso mögen die Functionen F", Z", F" von ihren früher (Seite 44) 
festgesetzten Anfangsfunctionen F n , L n , £ a aus definirt sein 
durch die Formeln : 

(16.6) F"+ 1 = - F" — 

z cz 

(i6.c) z»+ 

(16. d) £"+* = E* — -p . 

Dieser Definition zufolge sind alsdann J " und F" die beiden 
parliculären Lösungen der Differential -Gleichung*') : 

(17) J£_+ f ff + (l - J) ^ = 0. 

Gleichzeitig ergeben sich alsdann (bei successiver Berechnung) für 
F", Z", Z'" die in (43), (14), (13) aufgeführten Werlhc. 

Führt man stall der Funktionen J" , F* (ähnlich wie auf 
Seile 50) die ihnen adjuugirlen Functionen 3". ’ö’' ein, in- 
dem man setzt: 


(18) 


jn _ -. 3 «, 

F» = Z"f)\ 


so sind, wie aus unserer Untersuchung (Seile 50, 51) hertor- 
gehl, 3" u,, d JT die beiden parliculären Lösungen der Differen- 
tial-Gleichung: 


( 19 ) 


0 + 5* + g = 0. 


Gleichzeitig überträgt sich der hei den Z" und F" vorhandene 
recurrirende Zusammenhang (16. a, b) auf die 3 " u »d i)" ; man 
erhält: 


( 20 ) 


3 "+‘ = - 


2 

Z 


dz ’ 



d?)» 

dz ' 


* 


*) Es map bemerkt werden, dass die Functionen L* und E n Genüge 
leisten den Gleichungen: 




n) p = ± | J m+t <*) 


wo bei E n das obere , bei L* das untere Zeichen zu nehmen ist. 
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Diese Formeln (20) lassen sich, wenn man, statt nach z selber, 
nach z l differenzirl , auch so darstelien : 


( 21 ) 


CV/l+1 •> £3" 

■O p.t » 

£?)• 




8-J 


Nunmehr ergiehl sich aus der ersten dieser heulen Formeln, 
wenn man dieselbe von n = 0 aus wiederholt in Anwendung 
bringt: 

3'“- 3 S " 




( 22 ) 


=(- 2 ) 

3 3 =(-2) s 

3' =(-2) 


W 

;?\r 


(23) 


y- 


: ( — 2z) 1 


(fc 1 )»’ 

Zufolge (18) ist 3" == r~" und 3 # — Substituirt 
man diese Werthe in dTc letzte der Formeln (22), so erhält man: 

Die zweite der Formeln (21) ffdirl olTenbar zu einem analogen 
Resultat in Betreff der Functionen Y". Also: 

Die Functionen J” fz ) , Y" fz) hiingen mit ihren Anfangsfunc- 
tionen J n (z ) , Y n (z ) zusammen durch folgende einfache Rela- 
tionen : 

8’’.r(z) 


y"(*)=(-2*)* 


(24) 




Y"U)=l- 


Gleiches gilt übrigens auch bei den Functionen I“ fz) nnd E”(z). 

§ 21. Zusammenhang zwischen don Functionen J" und Y". 

Es wird bequemer sein, wenn wir statt der Functionen J ", 
Y " selber die ihnen adjungirten Functionen: 

3« = z-»j\ 

( 1 ) 

2)’ = z~" Y", 
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betrachten. Diese Functionen 3" • '£)*, welche zur augen- 
blicklichen Abkürzung mit t) bezeichnet werden 
sollen, sind (Seite 53) die beiden particulären Lösungen der 
Differential-Gleichung : 


( 2 ) 


8‘5 


a»+t 


*. - X fc +3 = 0. 

Ich werde nun zeigen, wie man, lalls nur die eine dieser bei- 
den Lösungen , nämlich nur 3 bekannt ist, die andere *£) finden 
kann durch Anwendung eines bestimmten Integrales; und in sol- 
cher Weise zu einem gewissen Integral -Zusammenhang zwischen 
den Functionen 3 und '}) gelangen. 

Der aus den beiden unabhängigen Variablen z , f zusammen- 
gesetzte Bruch: 

genügt, wie leicht zu verificiren ist, der Gleichung: 

c'U 

»t 1 

Dies vorausgeschickt, ziehen wir auf der z Ebene eine belie- 
bige Curve von irgend einem Punct « aus nach irgend einem 
andern Punct b hin, und betrachten das über diese Gurven hin- 
erstreckle Integral: 


(4) 


r*U 2»+l dU 

d£ ‘ : di 


, 2«+l du 

+ ~ dt' 




J-UiS 


+ 1 dz. 


Da die Function 3> wie sich aus (1) unmittelbar ergiebt , dargc- 
slelll ist durch diu Reihe : 

(6; 3 = 3”= .,„71,, (l — a. 2 »+s + 2 4 än+ä äa-H “ ) ’ 

folglich auf der z Ebene überall stetig ist, und da ferner U. als 
Function von z betrachtet, nur in dem einen Punclc z = ? 
unstetig ist, so wird dem Integral V ein bestimmter endlicher 
Werth gesichert sein, sobald wir festsetzen, dass die Integra- 
lions- Curve a 6 den Punct ? nicht berühren soll. 

Aus (5) folgt sofort: 


(7) 


, 8»+i du 

<V + "t >i + 


v — 


-/(? + 


2«+l 

' s 


du 

dt 


+ U ) 3z-"+> dz, 
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also mit Rücksicht auf (4): 


( 8 ) . 


-/(? 


>n+l dU 


| ^ + 0 ) dz. 


Nun ist, weil die Function 3 der Gleichung (2) genügt, offenbar: 


( 9 ) 


«=/(: 


v« + ai j + s ) 


Uz in + l dz. 


Subtrahirt man die Formeln (8), (9) voneinander, uud setzt man 
dabei zur Abkürzung 

(10) 3 |^_og = a> 

so erhält man: 


ftu , 2n+l 

8 t* + t 


% + p-/(|S + «!»).*«* 


oder, was dasselbe ist: 


t 



wo lür Sl sein Werth (10) wiedcreingesetzl, uud in üblicher Weise 
£ f[z) J 4 für die DifTerenz f (b) — f (a) gesetzt ist. 

Das Integral f 7 , dessen Integralions-Curve den l’uncl J nicht 
berühren soll, wird daher (nach 11.) eine Lösung der Dilferen- 
lial-Gleichung 


( 12 ) 


d'V 2n+l 

dt * + t 


dv 

dt 


+ V 


0 


werden, sobald wir die Endpuncte a, b jener Curve der Art wäh- 
len, dass der Ausdruck 


(13) 8 = ; J *+‘ ^ 5 — Ü 

verschwindet für : — a , und verschwindet für * = b. 

Zunächst ist klar, dass dieser Ausdruck 0 verschwindet lür 
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i = 0. Ausserdem verschwindet derselbe unter gewissen 
Umstünden auch für z = oo. Ist nändich : äusscrst gross, 
so hat man (nach Seite 50); 

, . n A co» z -f- B sin : 

wo A, B Conslante sind. Mit Rücksicht hierauf ergeben sich 
für ein solches äusserst grosses z (aus 1 und 3) folgende Formeln : 


fy jy, A co» z -f- B »in z 

V O ' ‘ / — » 




53 — A sin I -f • B cos ; cl] 4n-f-2 

dz z m \/~Z ’ «fe I 4 "+3’ 

Ans diesen ergiebt sicli weiter (mit Rücksicht auf 13; : 

(14) P3i ä *+ I = Acotz + n si E : 

; 3 *-H ^ z nur gültig für aus 

„ i r. • f «erst grosse Werthe 

(15) & = ? ™ s L ±±*' n 2 

/z 

wo C, 1) gewisse Conslante sind, ebenso wie A, B selber. 

Aus (15) folgt, dass der Ausdruck & verschwindet, wenn 
wir seinem Argument z einen reellen Werth beilegen, und die- 
sen Werth sodann ins Unendliche anwachsen lassen. 

Unser Integral V wird demnach der Differential - Gleichung 
(12) Genüge leisten, sobald wir seine Iutegralions-Curvc längs 
der reellen Achse von c = 0 bis z = cc fortlaufen lassen; 


nur gültig fiir au» 
»erat grosso Werth« 
von 


ebenso gut aber auch dann, wenn wir jene Ctirve vom Puncte 
i = 0 aus zuerst auf beliebig gekrümmter Bahn nach einem an- 
dern, etwa weit entfernten, Puncte der reellen Achse, und dann 
von hier aus längs dieser Achse nacli z = oc laufen lassen. 
Fine Curve letzterer Art werden w ir , falls f auf der reellen Achse 
liegen sollte, in Anwendung bringen müssen, um die Berührung 
der Curve mit dem Punct f zu vermeiden. 

Dass bei einer solchen bis z = ao fortlaufenden Curve das 
Integral V einen bestimmten endlichen Werth behält, ergiebt 
sich unmittelbar, wenn man beachtet, dass die unter dem Inte- 
gralzeichen befindliche Function £/,3 lS " +1 lur ein äusserst grosses 
i den in (14) angegebenen Werth besitzt. Auch hierbei aber 
ist, wie man sieht, die schon gemachte Voraussetzung, dass die 
letzte Strecke der Inlegrations-Curve mit der reellen Achse ztt- 
sannnenfällt, nicht zu entbehren. 
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Vertauschen wir also die augenblickliche Bezeichnung 3 wie- 
der mit der genaueren Bezeichnung 3" oder 3"( r )< so haben 
wir folgendes Itcsullat. 

Pas bestimmt e Integral 


( 16 ) 


V 





: -"-H ,/z 

S v ) 2 '+> 


repräsenlirt , trenn man die auf der z Ebene fortlaufende Integra - 
tions-Curee den Puncl f nicht berühren, und ihre letzte Strecke mit 
der reellen Achse zusammenfallen lässt, eine van £ abhängende Func- 
tion, welche der Pi/fcrcntial-Gleichung 


(17) 

Genüge leistet. 


i'X 2H-I 

c£* f 



5 = o 


Die ebengenannte Gleichung (17) besitzt aber, wie bei (1), 
(2) bemerkt wurde, zwei parliculäre Lösungen, welche dargestellf 
sind durch die Functionen 


3*(t). ?)"(£)• 

Daraus folgt, dass die gefundene neue Lösung F mit diesen 
Functionen verbunden sein muss durch eine Gleichung von der 
Form : 

(18) V= a 3-(f) + fl ?r(f). 


wo a, ß Constante sind. Wir gelangen daher (indem wir die 
Buchstaben z und £ nachträglich miteinander vertauschen) zu fol- 
gendem Satz. 


Zwischen den beulen particutären Losungen 3”( J ) ?)* ') 

tler Gleichung 


(19) 


d'Ä , 4n+t 
&« + 



5 = 0. 


findet folgender Zusammenhang stall: 


( 20 ) 


«3"(-) 


+ ß tr 



"(D • £*'■+> dt 
(S* — “s*)»-M ’ 


wo u, ß constante Cnefficicnten sind, und wo die Integrations- 
Curve auf der £ Ebene in solcher Weise zu führen ist, dass sie den 
Panel z nicht berührt, und dass gleichzeitig ihre letzte Strecke zu- 
sammenfällt mit der reellen Achse. 
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Ersetzt man in (20) die adjungirten Functioneu 3, durch die 
primitiven Functionen ¥ vermittelst der Relationen 

3" (*) = S— j‘ (z) , «r (*) = r* F"(i). 

so erhält man einen entsprechenden Zusammenhang zwischen J“ (z) 
und ¥ 1 ' (z). 

Die Wertlie der Constanlen «, ß anzugehen , bin ich einst- 
weilen nicht i in Stande. Wären u, ß ermittelt, so würde man 
(durch 20) die Function ¥“[z) in einfacher und geschlossener 
Gestalt hinstellen können; die langwierigen Formeln auf Seile 52 
würden dann entbehrlich sein. 


Vierter Abschnitt. 


Partielle Differential - («leichiingcn. 


§ 22. Integration einer partiellen Differential - Gleichung 
mit Hülfe der Beasel'schon Functionen. 


( 1 ) 


Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung 


ft V 


+ 


ftV 

dy* 


+ U = 0 


zu inlegriren, beschränken uns dabei aber auf den Fall, dass x, 
y reelle Wertlie haben, mithin anzusehen sind als die Coordi- 
nalen eines Punctes in der xy Ebene. 

Es sei zr ( , i/| irgend ein fester Punct, und R die Entfer- 
nung zwischen ihm und dem beweglichen Punct x, y : also 

(2) R = Y{x — x,) v -f (y — 

Setzen wir die unbekannte Function 
ü = f(R), 

so erhalten wir: 


(tU ?>U x — x, 
rx = J/i Ä ’ 


ftV _ ftU [x — .r,)* (U H*-(x-x ,)» 
öx' eit’ 7t* + (II tU 


du __ rU y- !h (*U _ ftU (y-y,)« et. U\ (y— y,)* 

dy ~~ dH H ’ dy* ~ dtP IP ~^?R W"~ ’ 

mithin: 


v 
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&u ,&u mi , du i 

dx* + <y dlP ' dH « ' 

so dass die Gleichung (1) sich verwandelt in: 


&U 1 

dt* + ft 


cU 

dt 


+ U 


0. 


Hieraus aber folgt (Seite 45) augenblicklich, dass zwei parlicu- 
lärc Lösungen der vorgelegten Differential- Gleichung dargcstellt 
sind durch die Fuuclionen: 


ü = U = F°(ft). 

Aus der Symmetrie dieser Functionen in llezug auf die beiden 
Puncte x, y und y, folgt, dass sie nicht allein der Differen- 
tial-Gleichung (t), sondern ebenso gut auch der analogen Diffe- 
rential-Gleichung mit den Variablen ar, , y, Genüge leisten. Also: 
Versteht man unter li die Entfernung zweier Puncte x, y und 
Xj, y t , so rnerden die Functionen 
(3) 7° (ft) und y° (ft) 


sowohl der Diffcrentiul-Glcichuuy 

... d*u . d*u , 

W ä? + ?y + 


u = o. 


als auch der Differential-Gleichung 


( 5 ) 


d*u 

ar,* 


fft/ 


+ u — o 


Genüge leisten. 

Die Function P' (ft) bleibt eindeutig und stetig für sümmtliche 
tVerthe von ft. Sie wird 1 für H 0, und verschwindet für 
ft = oo. 


Die Function ¥° ( R ) ist citideulig und stetig für idle fVcrthe 
von Ä , ausser für ft = 0. Für ft — 0 nämlich wird sie unendlich 
gross. Sie verschwindet für ft = oo. 

Diese ttemerkungeu über die Functionen J n (Ä) und F°(Ä) 
ergeben sich (mit Hücksicht darauf, dass ft seiner Definition nach 
nur reelle Wertlie haben kann) unmittelbar aus unseren frühe- - 
ren Untersuchungen (Seite 44 und 49). 

Durch Einführung der Polarcoordinaten 

(6) x = r cos ca, x t = r, cos «a,. 

y = r sin ca, y, = r, sin <a,, 

gehl die Entfernung ft über in 

(7) ft = j/r' 2 -|- r, J — 2 rr, cos 9 
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wo 0 zur Abkürzung stellt für u — w,. Gleichzeitig nehmen als- 
dann die Differential- Gleichungen (4), (5) folgende Gestalt an: 
l cV . 1 i'V 


( 8 ) 


( 9 ) 


i*V 

dr« ' r r 

rfU l_ 

0r,‘ + r, 


er 


dH . l 

er. + 


c#' 

d'V 


+ V—O, 


rJ >*+ U = 0- 


Die gefundenen Lösungen (3) wollen wir nun zu entwickeln 
versuchen nach den Cosinus des Vielfachen von O: 

(10) J°{R) = I*' + 2P' cos 9 + 2P ? cos 29 + 

+ 2 P" cos n9 + • • • • 

(11) r°(fl) = Q° + 2 f) 1 cos 9 + 2 Q 2 cos 20 -f 

-j- 2 0" cos nd + • • • • 

Eine cnnvergenle Entwicklung dieser Art muss hei der Func- 
tion y"(Ä) unter allen Umständen exisliren, weil sie stetig bleibt 
für alle Werlhc von R. Die Function Y°(R) hingegen wird un- 
endlich gross, sobald R verschwindet, und wird daher durch eine 
eonvergcnlc Entwicklung der genannten Art mit Sicherheit nur 
dann darstellbar sein, wenn ihr Argument R , in Folge ver- 
schiedener Wcrthc von r und r, , zu verschwinden ausser 
Stande ist, trotz beliebig variirendem Wir werden daher, 
was die Entwicklung (10) anbelangt, r und r, ganz be- 
liebig lassen; was die Entwicklung (11) aber anheiangt, 
voraussetzen, dass r kleiner als r, ist. 

Durch Substitution der Entwicklungen (10), (9) in die Dif- 
ferential-Gleichung (8) ergeben sich Gleichungen zur Bestimmung 
von P" , Q\ Und zwar erhfdt man für beide, für P” und Q " 
ein und dieselbe Gleichung, nämlich folgende: 


( 12 ) 


d>f t 
dr* ' r 


df 

er 


^ F + F — 0, 


Andererseits führt die Differential -Gleichung (9) zu dem Jtcsul- 
tal, dass die beiden Functionen P" und Q n auch Vlenüge leisten 
müssen der Gleichung: 


(13) 


\ dr 

+ n Si - r7 F + F - °- 


Diese Gleichungen (12), (13) shid aber dieselben, welche wir 
früher (Seite 53) behandelt haben; die parlirnlärcn Lösungen der 
einen sind rcpräsenlirl durch die Functionen /"(r), F"(r), die 
der andern durch die Functionen /"(r,), F*(r,). 
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Aus (12) crgiebt sich daher, dass P“, ()’• folgende Form be- 
sitzen müssen : 

P " = A J" (r) + BY" (r) , 

(14) 

Q " = CJ"(r) + I) Y* (r ) , 
wo A, B, C, 1) nur nocli von r x abhängen können. 

Die bei den Entwicklungen (10), (11) nothwendig gewordene 
Voraussetzung in betreff der Wcrthe von r und r, hindert nicht , 
dass r — 0 wird sowohl in (10) als auch in (11). 

beachtet man nun, dass die zu entwickelnden Ausdrücke 
(10), (11), nümlich /°(Ä), l'°(Ä) für r = 0 stetig bleiben, 

dass also die für r = 0 ins Unendliche aufspringende Function 
I'"(r) in ihren Entwicklungen nicht enthalten sein kann, so 
reduciren sich die in (14) für P" , Q n gefundenen Formeln so- 
fort auf: 

P" = AJ” (r), 

(15) 

£)" = CJ n {r), 

wo A, C unbekannte F’unclionen von r, sind. 

Die Grössen 1 ‘" , Q* müssen aber andererseits auch der 
Gleichung (13) Genüge leisten. Hieraus folgt: 

~A = « y*(r,) + ß Y M (r t ), 

(IG) 

0 - V •/"('•.) + <5 J’-M, 

wo a, ß, y, d unbekannte Conslante sind. 

Aus (15). (16) folgt, wenn man zur genaueren bezeiclmung 
ß». y„, statt «, ß, y. <5 setzt: 

P" = J"(r) [or„ /'(»■,) + ß„ F"(r,)], 

(17) 

0 " = J " W [y, J” (r,) + S„ r*(r ,)]. 

Dividirt man diese Formeln (17) durch r", so erhält man 
rechts den Quotienten 

>(r ) 

>■" 

an Stelle von J“(r) selber. Dieser Quotient bat aber (Seite 5) 
den Werth : 

(r) _ 1 / I __ r ! r* \ 

r" 2-4 -Sw y 5 l-'Zn-\-2 ' 2-4'2n«f-2. / 

und verwandelt sich daher für r = 0 in 
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2 • 4 ■ 2 n 

Sontil ergiebt sieh: 

/ P" \ an J”[r,) ß„ i*"(r, ) 

\ r *J u ~ 2 . 4 . . 2 « ’ 

(18) 

( Q"\ _ y«_-M r i)_+_ a " 

\ r " ) a 2 4 — 2« 

wo der Index 0 andeutet, dass r = 0 zu setzen ist. 

Wir schreiben die Formeln (17) und (18) zur Abkürzung in 
folgender Weise: 


(19) 


P" = 7"(r) • 9 >"(r,), 
0“ = j'(r) ■ V (r,), 


(20) 



o 


Es handelt sich nun um die vollständige Bestimmung der 
Functionen qp"(r,) und i/>"(r,), d. i. um die Auffindung der in 
ihnen vorhandenen conslanten Coeflicienten ß„, y„, ä„. 

Die Lösung dieser Aufgabe (welche hei directcm Angriff auf 
sehr langwierige Rechnungen führt), wird äusserst leicht und ein- 
fach durch Anwendung eines von Jacobi aufgeslellten Satzes.*) 
Ist F irgend eine Function von cos#, so gilt nach jenem Satz 
die Formel: 


m / 


F- cos « 0 il& 


71 

= 13 aS=I / 


d* /' 

(r 1 cos #) " 


sin*"# ,/#. 


Nehmen wir statt F die erste der von uns zu entwickeln- 
den Functionen, setzen wir also 

F = /«(fl), 

so Wird (mit Rücksicht auf 7): 


*) Crelle’s Journal. Lid. t5. Seite 3 und 5. 


Digitized by Google 



Vierter Abschnitt. 

, f _ 8 8 fl* _ r ./"(fl) ( 

8cosfr 8 fl* 8 cos fr 8 fl* 


d'F 

(8 cos fr)* 
(PF 

( 8 cos fr ) 1 


8* •/<■(« ) 
(8 fl*)' 

rV •/"(«) 

(8 fl*) 1 


(- 2rr,) 8 , 


8-f _ 8» ■/»(«) . 2 

(8 COS fr)« ~ (8«*)" 1 " ‘ 

Wir erhalten somit an Stelle von (21) die Formel : 

(23) fjO(R) cos»»rf»= T g£ T Bin 8 »d 8», 

O 0 

deren linke Seile (zufolge 10) identisch ist mit nP". Dividiren 
wir daher die Formel mit n r” , so ergiebt sich: 

(941 P “ = (~ är l)" JL / 8 “•/"(«) s j n J»^ ^g. 

^ ' r» 13--2n — 1 jr J (8fl*)" 

0 

Setzen wir jetzt r = Ü, so verwandelt sich die linke Seite 
(nach 20) in die zu bestimmende Function während gleich- 

zeitig auf der rechten Seite die Grosse R in r, übergeht. Wir 
erhallen also: 

( or,\ »"(n) _ (~- r i)" i /-W sin 5 " fr 8fr 

2 4. ^.— l-8--2«-t « J (8r,*)« 8,n ’ 

u 

wo gegenwärtig der unter dem Integral befindliche Difierential- 
Quotieiit unabhängig ist von fr. Mit Rücksicht auf die bekannte 
Formel: 


n 

~ / sin 5 " fr 


1 • 3 ■• • • 2n — 1 


erhallen wir also schliesslich: 

(26) ^(r,)={-2 r t )' 

In genau derselben Weise würde sich, wie leicht zu über- 
sehen, hei Anwendung der Jacobi’schcn Formel aul die zweite 
zu entwickelnde Function J'°(/i) ergeben haben: 
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( 2 <) 




Hierdurch sind die Functionen cp" , y“ vollständig bestimmt. 
Die gefundenen Werthe können aber bedeutend vereinfacht, näm- 
lich durch Anwendung früherer Formeln (Seile 54) augenblick- 
lich in folgende Gestalt versetzt werden: 

= J"[r ,) , 

(28) 

*"(r,) = Y" (r ,). 

Somit wird (nach 19): 

P* — J" (r) J“(r t ), 

(29) 

Q ” = J" (r) V"(r,). 

In llczug auf die vorhin gefundenen Ausdrücke (17) würde also 
zu bemerken sein, dass durch unsere Untersuchung für die dor- 
tigen Coeftiricnlen a„, ß„, y„, d„ folgende Werthe sich heraus- 
gestellt haben: 

a„ — 1 , ß. = 0 , 1 

(30) 

= 0, d„ = l. 

Durch Substitution der Werthe (29) in die Entwicklungen 
(10), (11) gelangen wir zu folgendem Satz. 

Seist man It = y r : ■+• r, 7 — 2rr, ros 0, um! entwickelt man 
dir Ausdrftckt: J a ( It ) , Y"(Tt) nach den Cosinus der Vielfachen von 
0 , so entstehen die einfachen Formeln: 


( 81 ) 


J"(It) = I f„ /”(;•) J"(r,) cos «!>, 


(32) r u (n) = z e H y»(r) r"(r,) ms »». 

» = o 

wo die Conslantr e„ den Werth 1 besitzt für n = 0, und den Werth 
2 für n > 0. 

Pie erste Entwicklung ist gültig für beliebige Werthe von r 
und r t , die zweite nur dann, wenn r kleiner als r, ist. 


§ 23. Dio Entwicklung der Bessol’sehcn Function J" für 
ein Argument, welches die Entfernung zweier Puncte 
vorstellt. 

Diese schon in (31) gefundene Entwicklung kann auf directe- 
rem Wege erhalten werden. 

Ncuiuann, Theorie tl. Druflschdi Functionen. i; 
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Es seien R, P, Q, k gegebene konstanten, welebe zn ein 
ander in der Bezielmng sieben: 

R cos k = /', 

(1) R sin k = Q, 


R 2 — P 2 + Q 2 . 

Die Bessel’sche Function f°(R) wird (Seite 6) ausgedrückt 
durch das bestimmte Integral 

3 1 

(2) J n (R) = ~- j cos (R sin ta) da. 

O 

Iter Ausdruck cos (R sin ta) nimmt für das Intervall: 
tu = 0 k 

Schritt für Schrill dieselben Wcrllie an, wie für das Intervall: 
a — n it + k. 

Demnach wird das Integral J cos (R sin toi da, mag dasselbe nun 
von 0 Ins zt, oder mag es von A bis jt -j- k binerstreckt werden, in 
beiden Fällen denselben Werth haben. D. Ii. cs ist: 

n n 

I cos (R sin a) da — J cos ^R sin (k + ta) ^ da. 

II o 

Somit können wir statt (2) auch schreiben: 

n 

(3) P'(R) = * y' cos (« sin (A + ta) ^ da 

0 

oder: 

n 

(4) ros ^ÄcosAsinta-f- ßsinArcosca ^ da, 
o 

oder mit Rücksicht auf (1): 

rt 

(5. n ) J n (fi) = ~ J cos sin a + Q cos ta ^ ,h o. 

Diese Formel wird also slaltlinden für je drei Grössen 
R. P, Q, welche mit einander verbunden sind durch tlie Relation 
R ! = /’• + Q 2 . Sie wird daher, ebenso gut wie für R , P, Q, 
auch stalttinden für R, P, — Q. Also: 
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(5.&) J°(/?) = —■ J cos sin o) — (> cos to ^ r/w. 

o 

Aus folgt durch Addition: 

7t 

1 /* 

^5.c) 7° (/{) = — I cos (/’ sin ca) cos (p cos ca) da, 

0 

mul andererseits durch Subtraclion: 

(f>.d) 


ü = j sin (P sin (a) sin (Q cos ca) da. 


So haben wir hier vier Formeln (5. a, b, c,d) ge- 
funden, welche gültig sind für irgend drei (reelle) 
Grössen R, P, Q, zwischen denen die Itelation stall- 
findet R 2 = P- + P 2 . 

Es sei nun R die Entfernung zweier beliebig gegebenen 
l’nncte, nämlich ebenso wie früher: 

R 2 = r 2 -(- r, 2 — 2rr, COS 9, 
oder was dasselbe ist: 

(6) R 2 = (r — r, cos 9) 2 + (r, sin tf) 2 . 

Auf dieses R können wir unsere vier Formeln sofort in Anwen- 
dung bringen , wenn wir für P und P diejenigen Grössen neh- 
men, deren Quadratsumme in (G) auf der rechten Seite steht. 
Die Anwendung der Formel (5. 6) liefert alsdann: 
n » 

(7) •/"(*)= ^ J cos ^(r — r { cos 0) sin o — r,sin#cosw 

ü 

oder, was dasselbe ist: 

(8) y-(Ä)= i J cos sin ca — r, sin (m + 0) ^ da. 

« 

Nun ist nach früher gefundenen Entwicklungen (Seite 7) : 

(9. «) cos (r sin a) = f 0 7° (r) -f- t. t J 2 (r ) cos 2 a + 7*(r) cos 4 ca 


(9. b) sin (r sin ca) = f , 7* (r) sin ca -J- r 3 7 :l (r) sin 3 ca -)- f“ ( r ) sin 5 ca 

+ > 

wo r„ jene oft benutzte Constante vorstellt, welche = 1 oder 
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= 2 ist, jenachdem n=0 oder > 0. Diese Formeln (9) mö- 
gen zur Abkürzung so geschrieben werden: 

(10. n) • cos ( r sin ca) = 2.’ i i,J p {r) cos pa>, 

(10. 4) sin ( r sin a) = 2J t q Ji(r) sin qm, 

wo die eine Summation über die graden Zahlen p—0, 2,4, ... ac. 

die andere über die ungeraden Zahlen q — 1, 3, 5 oo liin- 

crstreckt zu denken ist. Vertauscht mau in diesen Formeln die 
Grossen r, ca mit r,, w + 0, so erhält man die analogen For- 
meln: . 

(ll.o) cos [/•, sin (ca -f- 0)] = 2J iyJP(r t ) cos p (ca -)- ff), 

(11.4) sin [r, sin (<a -f ffj] = 2,’ t f Jf(r,) sin q (ca ff). 

Für jede beliebige unter den mit p bczeichneten Zahlen 
findet, wie leicht zu übersehen, die Gleichung statt: 

n 

(12.«) • I cos pa- cos p (m -)- ft) <lv> = n cos p9. 

Ebenso ist andererseits für jede der mit </ bczeichneten Zahlen: 

71 

(12.4) tq ‘ j S ' n ?(“ + '!) rf** = it cos q<y. 

0 

Multiplicirt man nun die beiden Formeln (lO.a), (11.«) mit- 
einander, und integrirt man dieses l'rodnct nach ca zwischen den 
Grenzen 0 und n, so ergiebl sieb mit Rücksicht auf (12.«): 


( 13 .«) 


n 

,h 


(r sin ca) • cos [r, sin (ca -j- Oj ] c/co 


== 7t 2.’ i p Ji‘(r ) JP(r ,) cos p&. 

In ähnlicher Weise folgt aus (10.4), (11.4) und (12.4): 


(13.4) 


ß 


sin (r sin ca) -sin [/■, sin (ca + ff)] c/ca 


= Ti 2.’ i 9 J''(r) ./’'(r,) cos q&. 

Die Addition der beiden letzten Formeln liefert: 


(. 14 ) 


j cos [r sin ca — r, sin (ca + ff)] c/ca 


= 7t 2J l„ J"{r) J" (z"| ) COS lli f, 

wo gegenwärtig die Summation 2.’ hinzucrstrecken ist über 
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sämmtliclie (gerade und ungerade) Zahlen, also hinzuerstrecken 

über n = 0, 1, 2, 3, 4, oc. 

Durch Anwendung von (14) auf die Formel (8) erhalten wir 
nun endlich die verlangte Entwicklung: 

(15) 7°(Ä)=" zTt. J“(r) J " (/•,) cos n9. 

ir— 0 

eine Entwicklung, welche genau über ei ns tim ml mit 
derjenigen, die wir früher bereits (Seite 65) auf ganz 
anderem Wege gefunden haben. 

Di ese Entwicklung (15) führt, wie wir hier noch zeigen wol- 
len, zu einer bemerk enswertlien neuen Eigenschaft der Functio- 
nen J. Setzt man in 

h' — f/ r- -f- r, 2 — 2rr, cos O 

die Grössen r. r, einander gleich (was für die Gültigkeit der 
Entwicklung von J U {R) ohne nachlheiligen Einfluss ist, Seile 65 , 
so wird : 

li = 2r sin ^ , 

folglich durch Deuutzung der Formel (15): 

(16) J° ^ 2r sin ^ = 2.’ f„ J" (r) J" (r) cos ntf. 

Dieser Ausdruck (16) kann nun aber nach den Cosinus der Viel- 
fachen von 9 noch auf anderem Wege entwickelt werden. Setzt 
man nämlich in der allgemeinen Formel (Seite 6): 

n 

J"iz) = 1 / cos (r sin to da 

* ./ 

0 

lV sin ^ an Stelle von z, so wird: 

1t 

(17) J" ^2r sin ^ j cos ^2r sine» sin ^ du. 

ö 

Aus der Formel (9. a) folgt, wenn man daselbst — für w 
setzt : 

(18) cos sin ^ = i f« ,/ 7 " (r) cos h&, 

wo die Summation, ebenso wie in (16). über sämmtliclie Zahlen 
n = 0, 1 , 2, 3, • ■ ■ ■ oo hinläuft. An Stelle von f„ müsste in 
(18) eigentlich stehen f. ? *. Zufolge der Bedeutung dieser Con- 
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stanten e ist es aber (wie man leicht bemerkt) völlig gleichgültig, 
ob in (18) der Factor e„ oder unter das Summenzeichen ge- 
stellt wird. 

Vertauscht man nun endlich in (18) die Grösse r ndt 
2 r sin ca, und substituirl man den alsdann für 

cos ^2r sin co sin y^ 

sich ergebenden Werth in die Formel (17), so erhält man: 


n __ 

(19) J" ^ 2r sin =y J ^ JE £,,/ 2 '(2r sinco) -cos nd^rfco. 


o 

Diese F'orinel repräscnlirl, ebenso wie die Formel (16), eine 
Entwicklung, welche fortschreitet nach den Cosinus der Viel- 
fachen von 9. Ileide Entwicklungen müssen unter einander iden- 
tisch sein. Ilicrans ergiebt sich die Gleichung: 


( 20 ) 


’J 


J"(r) J"(r) — — I / 2 "(2r sin co) c/co, 


eine Gleichung, welche gültig ist für jedes beliebige 
Argument r, und in welcher eine merkwürdige Be- 
ziehung enthalten ist zwischen je zwei Bessel'schen 
Functionen vom Range n und vom Hange 2 n. 


§ 24. Erweiterung der Theorie des logarithmischen 
Potentiales. 


Ist k eine gegebene Constante, und bezeichnet R nach wie 
vor die Entfernung zweier Puncle in der xy Ebene , so stehen 
die Functionen 


(l) y"(Ä), r°(Ä) 

zu der Differential-Gleichung 


8W + fS+ ü. 


0 


-r W 

in genau derselben Beziehung, in welcher die Functionen 

(3) y°(*Ä), Y n {kR> 

stehen zu der allgemeineren Gleichung 

(4) 0 + gr + ^ = 0 . 


D. h. die Gleichung (4) wird durch jede der beiden Functionen 
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(3) erfüllt werden, sobald man das eine linde von R als fest, 
das andere als einen beweglichen l’unct x, y betrachtet. 

Nimmt man statt der reellen Constanlcn k eine rein 
imaginäre Consta nie ik, so werden in gleicher Weise 

( 5 ) . j°{ikn), r°(ikjt) 

zwei Lösungen sein für die DilTcrcntial-CIciclmng. 


( 6 ) 


vv , ö*u 

cx‘ ' &y* 


tfu = 0. 


In Betreff dieser letzten Gleichung lässt sich nun durch die 
Minimal- Untersuchung des über eine beliebige Elementarllächc 
ausgedehnten Integrales * 

folgender Satz nachweisen: 


(7) 


Für eine beliebig gegebene Elementar fläche existirt immer eine 
Function U(x, y) oder U, welche summt ihren ersten Ableitungen 

dll dU 

dx’ cy 

innerhalb der Flache stetig ist, welche ferner innerhalb der 
Flache der Differential-Gleichung (6) Genüge leistet, und welche 
endlich am Fände der Fläche beliebig vorgeschriebene IFerthe 
besitzt. *) 


Auf Grund dieses Satzes ist es leicht, auf die Uiflerential- 
Gleichung (6) diejenigen Untersuchungen zu übertragen, welche 
ich in einer früheren Abhandlung **) angestellt habe in Betreff 
der Gleichung 


(PU 

0X* 


cPU 


-|- . . 0. 

C'j 1 

Führen wir die Bezeichnungen ein 

F(R) = J n (ikR), 


(«) 


<D R) — F°(ikR) — J°(ikR)- log (ik), 
so sind F(R) und cP (R) reelle Functionen von R, und zwar 
Functionen, von denen sich (beiläufig bemerkt) für k = 0 die 


*) Solches gilt indessen nur fiir die Gleichung (6). Denn für die Glei- 
chung (4) scheint ein analoger Satz uicht zu existiren. Vergl. eine Be- 
merkung von Helmholtz über ein analoges Problem im Ran me. Bor- 
chardt’s Journal. Bd. 57. Seite 24. 

**) Borchardt’8 Journal. Bd. 59. Seite 335. 
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eine auf 1 , die andere auf log R reduciren würde. Diese Func- 
itonen F(R) und 4>(R) können, falls 

R = + r,* — 2rr, cos# 

gesetzt wird nach den Cosinus der Vielfachen von 0 in ganz 
ähnlicher Welse entwickelt werden, wie früher J n (R) „nd V n lR) 
entwickelt wurden (Seile 05). 

Denken wir uns nun, eine Materie oder ein Fluidum, wel- 
des in der Ebene beliebig verlheilt werden kann, und von sol- 
chet Beschaflciiheit, dass das l'oiential zweier Theilchen aurein- 
. 1 ' ' t! e t; g i ei us. der ihrer Entfernung R entsprechenden Ft.nc- 

ion <I> (R) , niultijdicirl mit dem Prodi, ct ihrer Massen so be- 
langen wir zu folgenden Sätzen: 

hl g ein Bund innerhalb einer gegebenen Elementar fläche , 
kann die Randcurve der Fläche immer der Ar, mit Masse 
leg, werden, dass das Potential dieser Belegung für alle 
Puncte ausserhalb der Fläehe identisch is, mi, dem P , 
einer in g riincentrirlen Masse 1. 

h, ,PPds diejenige Masse, welche bei der genannt,,, Belegung 
auf dem Element ds der Randcurve sich befindet, und is, V 
irgend eine Function, welche auf der Elementarfläche den Be - 
dmgungen (7) entspricht, so wird diese Function im Puncte g 
cnen Werth besitzen, welcher dargesle/lt ist durch 
V., = / V Il^ds, 

die Integration hinerstrcckt über den Rand der Fläche 
Eine solche Function D kann also, wenn ihre Randwerlbe gege- 
ben sind durch Anwendung ,1er vorstehenden Formel berechn« 

kinnt "i t f 7" Z’“'“* V0Pa " s 8«W dass man he- 

kann, ist mit jener durch Jfr) repräsenlirten Randbelegung 

Entwickelt mau die Functionen F(R), d>(R) |„ der vorhin 
angedeuteten Weise, so kann man diese Randbelegung leicht für 
den Fall bestimmen, dass die gegebene Elementarlläche ein Kreis 
,st. Zugleich gelangt man dabei zu einem einfachen Salz „her das 
lo enttaletner gleichförmig mit Masse belegten Kreislinie. Man 
findet nämlich dass dieses Potential auf Puncte innerhalb des Krei- 
scs = A-F(r), auf Puncte ausserhalb = /?.<*> W ist wo r die 
Entfernung der Puncte vom Kreismitlelpunct verstellt ,’ ,,„d A R 
gewisse Constanten sind. A ’ U 
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